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betreffcnb 

9rtft, llftirtitoniini brr piferrntlal' m^ Integral «fledfnnng. 

— ♦ 2. jtufragf. ♦ 

-^^ 

'^ec^nirc^ee ^ttteraturBCatt. III. Sa^rgang. 9io. 8 
2)aä Dorlicgenbe 3Bcr!c^cn toirb uoa iebcm ^rtQemeur aufä freubigfte 
begrüfet werben. 2luf liö ©eiten bringt unä baäfelbe eine 3"fömnicns 
ftellung ber roic^tigf ten 3ä^e unb gor mein auS ber 3iifferential= unb 3nte« 
gralred^nung famt lurjer ^2lnleitung unb jeigt und beren Slnroenbung an 
Dielen gut gewählten öeifpielcn — 2)ie Slnorbnung beä ganzen Stoffel 
mu^ alä eine fe^r gelungene bejeic^net werben, unb rairb baä 33üc^lein 
als ^]Rac^fcl^(age5uc^ geroig Dorsüglid^e ^tenfte leiften. 

^ra^ttfc^er ^afd^xttetx »^onPrucf eur. 

1892. 3lo. 25 t). 8. eeptember. 

Unter ben bünbigcn unb fur^geraöten Se^rbüd^rn oerbient baS 3)eter'fc^c 
Slepetitorium ber DifferentiaU3flcc^nung l^erDorgci^oben ju roerben. ^ie Sin- 
roeifungen, roeld)e barin enthalten ftnb, reichen roegen i^rer !Dcutlic^!eit bei 
grofecr ^^ürje unb Änapp^cit oöttig auä, um namentlich beim oelbftftubium 
einen juüerläffigen ^ü^rer abzugeben. 

3)aö ^öüd^lein umfafet auf 118 Seiten bie fotgenben ©egenftcinbe: 
2lb(eitung ber 2)iffecentialformeln, PJere ^Differentiale, iWaclaurin'(c^er unb 
^aglor^fd^er ©a^, Seftimmung ber roa^ren 2öert§e von i, g^ o-x u. f. ro., 
SJiajima unb 3Jlinima, Äonfaoität unb Äonoejität, 3)ifferentiation oerroirfelter 
gunftionen, Differentiation ber Junhionen mehrerer abfolut SBeränberlic^en, 
HJiojiina unb ^JÜnima biefer gunftionen, Tangenten unb Ärümmung ber 
^urüen, ©Doloenten unb (Sooluten, bie roic^tigften 3ä|e ber Jntegralrecbnuug, 
3He!tifi!ation unb Duabratur ber Äuroen, Äomplanation unb Subatur ber 
SRotationäfbrper, Integration ber 3)ifferentialgleic5ungen unD @c^roerpun!tä= 
beftimmungen; ber $reiä ift fe^r mäfeig. 

gCeRtrotec^ntfc^er Jlnaeiger. 1892. tj. 18. September. 
3Bie ber Xitel befagt, enthält bie oorliegenbe od^rift in gebrängter 
unb überfic^tUc^er gorm bie (JJrünbfä^e ber Differential^ unb ^Integralrechnung. 
3n 2lnbetract)t ber häufigen Serroenb barfeit biefer Stec^nungäformen bürfte 
eine berartige fur^gefaftte Darftettung biefeS (^egenftanbeä um fo me^r roills 
lommen ge^eifeen roerben, al§ biefetbe geeignet erfc^cint, in jcbem ^atte über 
etroaige Sn^^if^^ 2lufflärung ju uerjc^affen. 2lu6er ber ®ntroic!elung ber öe^r- 
fä^e unb 'Ableitung ber notroenbigften gormein enthält baS fleine Serf 
eine groge 2lnja§l 5. ö. tnä ^raltifc^e greifenbe Slufgaben, beren SÖfung 
in flarcr DarfteUung beigefügt ift. 

3ur roeiteren SSerbeutlid^ung ift eine grofte Slnja^l Sfijjen beigefügt. 
Sötr glauben laum, bafe biefeä bebtet in fnapperer gorm jur Darftettung 
gebracht roerben fann, rocö^alb biefeS Bllepetitorium auf altfeitige 3ln«r« 
fennung rechnen barf. 
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Dr. Sit. 


Son 


^etet. 


2)ritte «tt 


fUße. 



»erlin, 1894. 

«erlag oon 3RaE Slodenflcin. 
SW. öaOefc^e @tw6c 4. 
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Sßlitfung btv ©iffirtnfiafformtln. 



§ 1. ®ie l^öl^erc ^ilnalpfiä bctrad^tet fold^e gunftionen, 
in bcncn üeränbcrlid^ ©röfecn mit fonftanten fo ücrbunben finb, 
bafe infolge ber aSeränbcrung bcr einen Sßeränbcrtid^en mä) bie 
anbete SSeränberlid^e fid^ änbert. ®inc Sßcränberlic^e fann fid^ 
nun biöfret ober ftetig änbern. ®ie burd^ bisfrete Stnberung 
einer aSeränberlid^en ^eroorgerufene ^nberung ber oon biefer 
3}eränberlid^en abl^ängigen SSeränberlid^en be^anbett bie S)if= 
ferenjenred^nung; bie ®e)e|e, benen ftetig fid^ änbembe 
©röfeen unterworfen finb, bel^anbett bie S)ifferentialred^nung. 

S)ic ^iffcrcntialrcd^nung rourbc gleid^jettig uon Seibnt^ unb SWeroton 
erfunben, unb oon ^vdex, ^äftner, Sagtange, ^aud^i^ 2C. roeiter oudgebUbet. 

§ 2. SBenn in ben ,,einfac^en gunftionen" 
r = xn ; t)ie ©röfee x um bag nnenblid^ Heine dx 
oemel^il wirb, fo täfet fid^ leidet beftimmen, 
wie oielmal fo grofe bie Snberung dy ber 
gunftion ift. 

1. afly = X", fo ift y+dy=xn +n XU - 1 dx+-^^^^xn-2dx2.... 

3)a nun jebe l^öl^ere ^otenj Don dx ate oerfd^roinbenb 
Hein gegen bie nieberen fortfällt, fo ift dy = n . x^ - ^ • dx, 

JJcter, «cpet. b. »tff. u. Sntcgr. 9lc*nung, 3. »ufL 1 



y = ax 
y = lgx 
y = sin X 
y = cos X 
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hierin Reifet nx^-^ „bet 3)iffercntialfoeffijicnt" ober „Dif^ 
fcrentialquotient" ober bie „berioierU ?5unttion" üon x«. 

2(nmcrf. 3fk y = axn dz c, fo finbet fid^ 

dy = anxn — i-dx. ^cr 2)iffcrctttiaIqiioticnt ift alfo oon 
bem fmipantcn ©liebe ± c gana unabhängig. (J«5 ^iffatvMtd einer 
tonllitiilett $rd||e i^ o.) 



33eifpiele. y = 3x^-f5 

y = V x^ 



3 _ 

Vx 



dy = 12x3. dx 
dy = 8xii.dx 

dy=-^.dx 

a 
dy = — 3 . dx 
3xKx 



2. 3ft y - lg x*X fo ijl y + dy = lg (x + dx) 

dx\ 



, , dx dx^ , 

baöer dv = — • dx. 
^ " X 

M 
.Slnmerf . 3ft y = log x, f o ift dy = \^ . dx, worin M ber 3Kobulu§ 

be§ SBriggSfc^cn ©^ftemä ift. 

3. 3ft y = a^ fo ift y + dy = a^ + ^"^ = a^-a^^ 

= a^(l+]ga-dx + 
(Iga.dx)^ 



1-2 



•), 



baljer dy = a^'lga-dx. 
Slnmcr!. 3fl y = ex, fo ift dy = e^-dx. 



*) lg bejeid^nct ben natürlichen, log bcn 93rigg§fc$en Sogarit^muS. 
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4. 3fty = sinx, fo ifty-|-dy==sin x • cos dx-|-cos x • sindx. 

dx2 



=^^-('-S+-)+ 



cosx 



(^""-T-h---) 



I. dx^ \ 
= cosx(l-^2.--) 



ballet dy = cos x • dx. 

5. Sfi y = cos X, fo ift 

y -|- dy = cos x • cos dx — sin x • sin dx. 

dx^ 

-slnx(dx-j^j'3 ....) 
baficr dy == — sin x • dx. 

§ 3. S)as S)iffcrential bcr Summe ctnfad^er gimftionen 
ifi bte Summe ber ©ifferentiale biefer gunftionen. 

• Sero. 3ft y = f(x) + P(xX fo ift 

y + dy = f(x) + df(x) + F(x) + dF(x), ba^er 
dy = df(x)+dF(x). 



S3eifpiele. 

y = axn -j- ax 
y = axn -\- ex 
y = x3 — 2x2 + 3x + 4 

3 

y = 3V'x — 5/x4 

y = a lg X -[- b sin X 
y = ax -[- b cos X -j- c 



dy = (anxn — l -[- ax lg a) • dx 
dy = (anxn — i -f ^^^ ) * dx 
dy = (3x2 — 4x-l-3).dx 
3 2ö, 



dy 



• dx 



\2Vx 3 ] 
dy = j — f- b cos X ] • dx 
dy = (ax lg a — b sin x) dx. 



§ 4. 2)a8 ©ifferenttat beg 5probufte§ jraeier einfacfien 
^unftionen ift bte Summe ber mit bem anbeten gaftor mul- 
üpUcierten Differentiale ber einjelnen gaftoreii. 

»CTO. 3ft y=fx.Fx, fo ift y + dy = (fx + dfx) (Fx + dFx), 
ba^r dy = Fx . dfx + fx • dFx. 

1* 
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»dfpiclc. 


y 


x^ • 


ex 


y 


= ax7 


•Igx 


y 


= ax . 


Igx 


y 


= aex 


•Igx 


y 


= x4. 


sinx 


y 


= 2 sin X • cos x 


y 


= xa • 


ex. Igx 


y 


= xn 


sin X • cos X 


y 


= x7. 


x5 .x3 



dy = (öx** ex -j- x^ ex) dx 
dy = (7axö lg x -[- ax^) dx 
dy=(axlgalgx+yjdx 

dy = aex 1 lg x -:] — ] dx 

dy = (4x*^ sin x + x^ cos x) dx 

dy = 2 (cos H — sin ^x) dx = 2 cos 2x • dx, 

dy = xD - 1 ex (n lg X + X lg X + 1) dx 

dy = I ^ xn— 1 sin 2x + xn cos 2x j dx' 

dy = [x8.7x6+x7 (5x7+3x7)] dx = 15xi4 dx. 

§ 5. 3)a8 S)iffcrentiaf bcg Duoticnten jroeicr einfad^cn 
gunftionen wirb eröaltcn, wenn man bcn ^Rennet mit bem 
S)iffercntial bcd 30^^^^^ multipüciert, ^ieroon ben 2ä\)Ut mal 
bctn Differential beö 5Rennerä fubtra^iert unb bie erl^aftene 
Siffercnj burd^ baä Duabrat beä ^Renners biöibicrt. 

«cro. 3ft y = ^^. fo tft y • Fx = fx, ba^er 

Fx . dy + y • dFx = dfx 

dfx — y • dFx 



dy 



Fx 

fx 
dfx — p- . dFx 



aScifpiele. 



Fx 
dfx ■ F x — fx • d Fx 

(Fx)2 



y = 
y = 
y = 
y = 



ax 
x^ 
ex 
xn" 
X 

Igx 
a 

xn 



dy = 
dy: 



ax (x lg a - a) ^^ 

x» + 1 
ex (x — n) 



dy = 



xn + 1 



•dx 



dy = 



an 



xn-f-l 



•dx 
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sin X 



y = 



C08X 



sin X • ax lg X — ax cos X 

dy = ZiZr^KZ • cix 



dy 



sin-x 

cos X- ax lg X-)- ax sin x 
cos^x 



• dx 



§ 6. aufgäbe. S)te ^Differentiale t)on tang x unb cotg x 
ju finben. 

sinx 
cosx 
cos'-x dx + sin^x dx 

C08% 



Söfung. d tang x = d 



= cos^x'^^* ©bcnfo finbct man 
dcotgx^-^^vp^.dx 

§ 7. aufgäbe. Sie SDifferentiale Don arc (sin = x), 
arc (cos = x), arc (tang = x), arc cotg =x) }u finben. 

Söfung. 3P X = sin y, olf o j = arc (sin = x), f o ift 

1 
dx = cos y -dy, alfo dy = ^^„ • dx ober 



d arc (sin = x) = 



cosy 
1 



vr^: 



•dx. 



3ft x = cosy, alfo y=Ärc (co8 = x), fo ift 

dx= — sin y- dy, alfo dy = — ^t;7;7 • dx ober 



siny 



1 



d arc (cos =:= x) == — — r- =- • dx. 

V l —x^ 

3ft X = tang y, alfo x = arc (tang = x), fo ift 

dx = t;— 2^ • dy, alfo dy = cos2y . dx ober 



cos^y 



d arc (tang=x)^ 



1 



1+X2 



dx. 



3f| X = cotg y, alfo y -= arc (cotg = x), fo ifl 

dx = — rr:r^ • dy, alfo dy = — sin 2y . dx ober 



sm-^y 



1 



d arc (cotg = x) = —14- x^' ^^' 
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§ 8. 3iif^"i^^"P^ß^'^8 ^^ biäl^cr gcfunbcnen 
Diffcrentialformeln. 

1. dx^ = nx^-idx. i 

! 

2. dlgx = ^.dx : 

3. dlogx = dx 

4. d a^ = a^ ]g X • dx | 

5. d e^ = e^ • dx 

6. d(f±F) = df±dF ; 

7. d(f.F)=F.df+f.dF 

^ , f F»df-fdF 1 

8. d-^ = --p2 I 

9. d sin X = cos x • dx [ 

10. d cos X = — sin X • dx j 

11. d tangx = -^— dx 

cos^x 

12. dcütgx = 7-Ö- dx 

sm^x I 

13. d arc (sin = x) = _^^^r:r • dx 

^ Vi-x2 

14. d arc (cos = x) = , — • dx ! 

VI— X2 
1 ^ 

15. d arc (tang = x) = t^t ^ • dx 

1 -}- x- 

16. d arc (cotg = x) = — , — g • dx. 
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§ 9. aufgäbe. 2)a^ Differential einer gunftion oon 
einer gunftion von x ju finbcn. 

Söfung. 3ft z = fy unb y = cp x, unb roäd^ft x um dx, fo lo&c^ft y 
um dy unb infolge beffcn z um dz. 

««un ift z + dz = f (y + dy) = fy + fy.dy, ba^cr 
dz = f y . dy 
= f y • (ß'x dx. 

3Jian finbet bal^er baä ©ifferentiät einer gunftion fy, tDorin 
y eine gunttion cpx von x ifi, inbem man fy erft naä) y. bif= 
fercntiiert unb für y unb dy il^re SBertl^e cp^ unb ?'x • dx fub^ 
ftituiert. 

33cifpiclc. 

1) « = ey , worin y =- sin x. 

dz = ey . dy 

= esio^'cosx'dx. 
.3 6 

2) z = ey. worin j = &V x^ -\- bxl/x^ 

dz = ey . dy 

= e^^l - bx« . (Jax-3 + Jbx-i) dx. 

3) z = y 5 , worin y = a + 2x — 3x2. 

dz = 4y5 . dy 

=|(a+2x-3x2) . (2-6x)dx. 

4) z = 1^ y, worin y -- ix^ -f-öcos x. 

dz = -— dy 

=Ä^\ r.^^0^ • (28x6 — 5sin x)dx. 

4X ' ~f- 0C08 X ^ ' 

5) z = y*^, worin y ^ sin x. 

dz = 3y2dy 

= 38in2x-co8X dx 

6) z = arc (sin = y)> worin y -= Vi—2x- 

1 
= - -^~ o-dx 
V 2x-4x2 
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7) x=l a—x^l a — X- 

dz = ^a — i->^ d(a— x»^ — (a-7-x*- . dia— x*»i 
=(a -x?)i . 4(a — x) -| dx — > — x>i . ] a-x^ "' — 2x dx 
3a— 4ax7x^ 



«(a— x)3-(a— X-» 



dx 



] 1 — X 

8) x=-3 * 

1 1— x^ 

3 — 4x — 3x- 

dz =- — --^— -dx 

6(l^x)^-{l-x^ 

3uiDftIen loirb ba^ ^>tfferenttieren ntnä^teit, xoenn man |iierft lo^ 
garit^miert, ober ou^ umgefe^rt auf bie ^aä^len überge^, vie in fotgenben 
Betj^rielm: 



Slittelft § 5 toürbe fit^ na4 loeitlauftgent ^ed^nen ergeben: 

x2^4x-3 , 

i1- ' «ox 

<^^- 6(l-t-x2)i.(l-f X)I 

^ffelbe 9tefu(tat ergiebt ft4 (elfter, roenn suerfl (ogarit^miert 
nnrb: 

logz = ilg(i -^x^) - i lg (1+x) 

-dz = i.j-r:^.2xdx-i.^^^-dx 

, 2x(l + x'^):\ a+x2)l 

^ - 3 (1 + x2) . (1 +x)t ^^ - 2 (1 ^ X) (1 +x)T • d^ 

_ 4x(l + x)-3(l +x^) 
- 6(H-x2)H .(l4-x)i ^^ 

10)y^xx 



lg y = X lg X 

1 X 

-dy = lgx.dx+^dx 

dy ^ XX (1 -f lg X dx. 
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11) s == lg arc (tangr = ax) 

e« ^ arc (tang = ax) 

ezdz = ^-^2^.dx. 



^^~ (1 4- a2x2) arc (tang -= ax) ' ^^ 

3)affcI5c 3lefultat ^ätte fid^ umftänblic^cr mittelft § 8, gormel 2 unb 
15 ergeben. 



12> z = lg arc ( «otg = jqj^ )• 

jfcQtg^j^-) 



ez = arc I 

\ " •»• -r ^/ 

1 a 

l.< ' » ^ 



■+(r^J 



dz= 1 ^Y'dx. 

[a2+(l+x)2]arc^cotg^j^p^) 

^affelbe Slefultat l^dtte ftd^ urnftänblid^et mittelft § 8, gormel 2 unb 
16 ergeben. 

§ 10. Uebungäaufgaben. 
1. d(4axVx) = 14axMx 

4. d(a + x)» = n(a + x)"-idx 

5. d(a — x)^ = — 7(a — x)« dx 

6. d(a2 — x^^ = — 1 4(a^ — x2)«x dx 



Digitized by 



Google 



10 



8- Hi^)=(rh^'^'' 



13. 



2x 

, + xV" (a + x8)2 



9. d(a^-^0 = --^-^^ 



1 



10. " dV^i — x = — ..,. dx 

^Vl — X 

11. dl'^^~^= 3 ^' ^ dx 

• V (a» + x»)2 

12. d V a* -fV = 3 ^ ^' dx 

3l/(a* + x*)2 



dj/-;-^ = — -.L. ^ ^ dx 

^ 1+X /(l— X) (1 + X)8 



14. d l/i^! = - ,/ 7;--4%— r-=i^ dx 

'^ 1 + x^ 



_2x 

V^(T^^^)Tl+X^3' 



15. dlg(a + x)=^^3;p^dx 

16. dlg(a + x/x) = 2-^^^dx 

17. dlg(x + xVx) = i+|;i^dx 

18. dlg(x") = — dx 

19 d(lgx)- = -^(lgx)"-idx 



♦) 2)offcrbc 2)tfferentior, wie oor^er, ba bic gunftioncn j^:^- unb 
2_^nur um ein fonftontcö ©lieb üerfd^ieben finb (i _Ji=l + i_ )* 
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20. d lg -7-.=- - = , , , o,dx 

21. d e^fi^^=^— dx 

22. d e(e^)=e(e^--Odx 

23. d lg lgx = -^ dx 

® ° xlgx 

24. d lg lg lgx=— ^ — ^ , , dx 

^ ^ ^ xlgx.lglgx 

25. d lg sin x = cotg x . dx 

26. d lg cos X = — tang x . dx 

27. d sin^x = 3 sin^ . cos x . dx 

28. d cos^x = — 3 C0S2X . sin x . dx 

29. d (sin^x— cos^) = |sin2x.(sinx+cosx) dx 

30. d (sin^— cos*x) = 2 sin 2x . dx . 

31. d (e^ sin nx) = e^ (sin nx -|- n cos nx) dx 

32. d sin 2x = 2 cos 2x . dx 

d cos2x = — 2 sin 2x * dx 
dtang2x= -^J^^-dx 

2 

d cotg 2x = r ö ^ dx 

^ sin- 2x 



33. d arc /^ sin = ^ W r^ A-^ dx 



34. 



x\ 1^ 

1 a^— x2 



d arc (cos =- ,, ) = 7 — — dx 

\ 2/ Ka^-~x2 

d arc ( tang =^ ^|= __ „^dx 

^ 1 a^— x^/ l a^^-x^ 
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35. ^l/l-cosx_ sinx ^^ 

V 2 2 V 2— 2 cos X 

X— Kx^ — a^ Ix-'— »2 



^weiter Jlßfdjnitf. 

fö^ers IDiffsvtnttaU. HacIaurinfiQtv un& 



§ 11. SBenn fx=x*+4x3a+6x2a2+4xa8+a*, fo ift 
ber etfte S)ifferentiolquotient -^ober f'x = 4x*+l 23X^4- 

I2a2x+4aä; 

(J2f 

ber jiöeite 2)iffer. ^ober f"x = l2x^+24ax+l2a2 

ber britte „ -^^ ober fi"x=24x + 24a 

d*f 
ber üierte „ ~oberfi^x=24 

ber fünfte „ ^oberfv,=o. 

SBenn fx=J^* = l + x+x^+x», fo ift 

df . ,, 1— 4x«4-3x* , , ^ , , , 

;^oberf^= — -,:; L^ — =l+2x+3x- 

dx (1 — x)^ 

d'f w fu 2— 12x2— 8x»— 6x* 

_ ober fn= -^-^^-^3 = 2+6X 

iil ober fi" = 6 
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, , ober f^ = 0. 
dx* 

X« , X» , X* 



SBenn f, = e-= i +-j-f g^ + ^ . . . ., fo ifi 

-- = e^ unb fo alle folgenben ©ifferentialquotienten = e^ . 

SBenn fx = arc (tang = x) = x — q^ + V — ^7 ^ — ' " '"^'^ 

^^ ^ =l-x^ + x*-x«+- 



dx l+x^ 
d2f — 2x 



-2x4-4x'— 6x5-1 _ oi,jj 



dx2 (l + x^)2" 

2lnmer!. 3)iefeö Ic^tc 93eifpiel jcigl, loie mon burdl fortgefc^tcS 3)iffc== 
tcntiieren fummierborc Steigen fomt i^rcn ©ummcn finbcn fann. 

§ 13. Wlaclantin^äfct ®a^* Säfet fid^ eine fx in eine 
ixaä) ^otenjen von x fortfdircitenbe Steige Derroanbeln, fo ift, 

wenn in fx unb allen berioierten gunftionen f^x, f "x, f ^"x, 

x = o gefegt n)irb, 

fx ^ f(o) + f %) X + f % . iJ + f %) '^+"" 

Seroeig. 2Scnn 

fx = A f-Bx + Cx2 _|_ Dx^ + . . . , fo ift 
fi^ = B +2Cx+3Dx2 _|_ 
P\ = 2C +2.3Dx+3-4Ex2 +.... 
f^^= 2-3D 4-2-3-4Ex-j-.... 
fiv^= 2.3-4E 4- 

SBBirb in biefen ©leidiungen x = o gefegt, fo ergiebt fid^ 
f(o) = A 
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f% = 2C, .bQ^er C = ^ f% 
V%^ = 2.3D, ba^er D=^-f^(o) 

f^V) = 2.3.4E,ba^erE=^f%) 2c. 

93eifpiele : 

. , . , X . , b^sina „ b^cosa , , , 
sih(a-|-bx) = 8ma-j-b cosa-x — — «r — ^ — 3T ^ H — I ' ' * 

, , , , , . b^cosa „ , b^sina , , 
co8a(a+bx) = cosa-bsinax gT"^ + — 31 "^^-j • • • • 

§ 14. ^a^lot^äfct ®a^* Sfficnn in einer fx bie 3Ser= 
änberlid^e x um A x tüäd^ft, fo läßt fid^ fx + Ax als eine SRei^ bar^ 
[teilen, beren ©lieber nad) ^ßotenjen t)on x fortfd^reiten, nämlid^ 

fx + Ax = fx + f^x-Ax + f"x-^^2T+f"^x-^^'+. . . 

33en)eiä. ^ei fx f Ax = ber SRei^e fx+A- A x f B- Ax^+C-Ax^ 

+ •••• 
JJtir jebc gunftion üon (x+y) finb bie 2)iffcrentiorquottentcn bicfelBen, 
möge mon na6) x ober nac^ y bifferentücrcn ; ij. ö. 

z = (x+y)3=x3+3x2y+3xy2+y3 giebt nacl| x bifferentücrt: 

nac^ybifferentitert:! ^j„ I = 3x24-6xy+3y2. Sßirb nun bie Stellte 

fx + A Ax +B Ax2+C Ax^H nac^ X bifferentiiert, fo ergicbt fic^ 

/ dA\ / dB\ „ . / dC \ 

fx+(,,)Ax+(^)Ax2 + (d^)A^^ 

wirb fie nadt) Ax bifferentiiert, fo ergiebt ftc^ 

A+2BAx+3CAx2+4DAx3+- • • • 

^eibe 2(u§brürfe muffen für jeben Sßert oon Ax einanber gleich 

fein, ba^er 

A=-fx 

^T, dfx f"x 

2B = ^^-=f'x. ba^erB= ^r 
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df'x f'x f'x 

Slnmcr!. ©c^t mon in 

x = o unb Ax=X/ fo cr^ärt man für fx bie ÜJlacIaurinfc^c Steige 

. f(o) + f (o) X + f '(o) 2 r + ^'"(o) Jj + 

§ 15. 3n ber Xa^lorfd^cn SRcil^e läfet fxä) baä Snfrcmcnt 

Axftetä fo Hein annehmen, bog f^x-Ax größer roirb, afö 

bie Summe aller übrigen ©lieber. ©oH namlic^ 

A x2 A x^ 
fi. • A X > f" • 2? +f"' •3!+ °^" 

fo ift bieg offenbar bann ber %aü, wenn 

f'x>p(l + Ax + Ax2+ ....) Ax, 

{n)0 p ben größten Äoeffijienten ber ^otenjen von A x be^ 
jcid^net); menn alfo 

^' >(1 + A X + A x^ + ) A X ober 

-^ > :, V -^^ • A X ober 

p 1 — Ax 

A X f ^ f I 

Tüenn 7—<~, alfo menu Ax< , ^, . 

1 — Ax_ p P+f 

Sei unenblid) fleinem 3w^öd^fe dx ber S^eränberlid^en x 
Tüirb alfo fx madifen, menn ber erfte 2)ifferentiaIquotient Px 
pofitio ift, l^ingegen abnef)men, menn fx negatio ift. 3)iefe§ 
Seftreben tjon fx, ju road^fen ober abjunel^men, ift nid^t fon^ 
ftant, fonbern mit x ^ugleid^ üeränberlid^, ba P fetber eine 
^unftion oon x ift. {^m für bie gunfHon ax-f b, für it)eld)c f = a, 
alfo fonftant ift, ift biefeä S3eftrcben fonftant.) 



Digitized by 



Google 




16 



§ 16. 3)er ajerlauf ber ftetig Piefeenben gunftion y = U 
läfet fic^ bilblid^ burd^ eine Äuroe barfietten. ©ei j. 33. 

AQ = X, QX = A X, 
PQ = y, VWX = y + A y. 
SBenn nun y = fx , fo ift 

y+Ay = y-ff Ax+f"-'^f- + 

flll " _L 

3! ■ 

^y_ _ fi I f u A^ _4_ fui '^x^_i 

5ür ein uncnblfd^ ficincö dx ift olfo 

dv 

^^ober f 6ie ixi^onomettif^e taog bes 

9Bin!e(3 r, wetzen bie bnrt^ P (|e)0(|fne %an^tnU mit ber 

ji6(d^eita<9re eifbet. 

S)enft man fid^ jroifd^en P unb V einen 5punft v, burd) 

roetd^en bie J^angente an bie Äurüe parallel ber ©el^ne PV ift^ 

unb bejeid^net Qv, bie ^rojeltion t)on Pv, mit 6 A x (mo 6 ein 

echter Sru^ ift, fo ift für ben 5punft v, beffen Slbfciffe x + 6 A x, 

tang T = f (^ ^ ^ /, 3^, ^ ba^er aud^ 

£| = P(x-f<?Ax)- Ax, ba^er 

Ay = fV + ^Ax). Ax. 
©ö ejiftiert alfo ftetä ein ed^ter Sruc^ 6, fo bafe für ein 
beliebiges a^x fx -i- a x Qtmn = fx + P(x + ^ a x) • A x. 
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dritter Jlßfdjmti 

nm btv ^ovmm ^, ^, Oc^, 0^ c^^ Iod annimmt 



§ 17. ©tue gebrochene gunftiou tann für einen befonberen 

aBert ber 3SeränberUd^en ben SBert {[- annehmen. @8 fei j. 8. 

x^ 64 

y = j- bie ©leid^ung einer Slnroe, fo ift 

für x==ol 1 2 3; 41 5 
y =161 21 I 28 , 37 I % ■ 61. 

ßä fragt fic^ nnn, loeld^eö ber roofire SBert ber ju x = 4 
geprigen Dribinate y ift. Sioibiert man 3^^^^^ "^^ 9lenner 
obiger gebro(^enen gunttion burrf) x — 4, fo ergiebt fid^ 
y = x2-j-4x-|-16, ba^er für x = 4 

^ y=48. 

x'^ 64 

'^afe bie gunftion — für x = 4 auf bie unbeftimmtc 



Q:, 



gorm ^ fül^rt, rüfirt offenbar bafier, bafe S^W^ ""^ Jfenner 
einen gemeinfamen gaftor fiaben, ber für ben 2Bert x=4 ju 
)ihi\l rairb. 2ßirb biefer gemeinfc^aftlic^e ga!tor oor^er entfernt, 
fo läßt fic^, wie bei obigem 33eifpiele, ber SBert ^, ben y für 
ein beflimmteä x annimmt, leidet beftimmen. Oft gef(^ie^t bie§ 
aber leidster mittelft ber 35ifferentialred^nimg. 

®8 fei a- 93. Xo berjcnigc SBert oon x, für rodeten bie gcbrod^enc 
gunftion .!" ben 2Bert g erhält, fo ift, bo 

Ix 

F (X. + A X) P (-^«^ + P' (^»)Ax + F"(x.) 4f + 

2>etcr, 9Jepet. b. Xiff. u. ^sntegr.=iHe(^nung. 3. 9(ufl. 2 
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_^ F'(xo) + F"(xo)^+-... 

f'(xo) + f"(xo)fr+--.. 

F(xo) F(xo) 
für A X = bcr toaste Sßcrt von fi^ = f7J~) * 

9Wan finbet alfo ben toasten SBert einer gebrod^enen gunftion, 
bie für Xo bie gorm % annimmt, inbem man B^^Ier unb ^Renner 
bifferentiiert, l)urd^ dx biüibiert, unb in ben erhaltenen Quotienten 
pi 
;p für X ben 2Bert Xo fc|t. 

F'(xo) F'(x) 

©oatcoudl £r7^x==ouf bie gorm J führen, fo muffen in ^ .^^ 

nod^matö 3^^^^ ^>^^ 92enner bifferentiiert roerben, fo hai aldbann 
F (Xo) F^ (Xo) 
f (Xo) - f (Xo)- 

^eifpiele. 

x3 - 64 
1. ^ _^ l^ttt für x = 4 ben SBcrt J. 

3x2 

2)er roa^re SBert ift -g für x = 4, alfo 48. 

x2 
2- 1 - co8^ ^^^ für x = ben Söert g. 

2x 

3)er realere 2öcrt ift -^ ~ für x^ o, alfo roieber g. 3)urc^ 

2 
nocl|maUgeöS)iffetentiierencrgie6tfi(ö rr-~:für x = o, alfo 2. 

J COS X 

3. ^2 ^ ^öt für x = o ben SBert g. 

sinx 
3)er roa^re 2Bcrt ift 2x für x=o, alfo roieber g. 2)urc^ 

C08X 1 

nod^maligeö 2)ifferentiieren ergiebtfic^ —2— für x=o, alfo 2"- 

, cos X — sin x + 1 

^- ^5^7+ sin X -1 ^^^ f"^ ^ -- ^' ^^" 2Bert §. 



\. 
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sin X — cos X 



35et»a^re3Bertift=-^-^qr^5^ffi» x=90«, alfo 1 



X— 1 

^' ^Zli für x=l giebt f 

xn-1 
^' Y 1 "^ " " " ^' 

Iff X 

"7 ° 1 

'• X — 1 " " " " 

1— X 

^. Igx " " " " ""^• 

sin X 

"9. —2 für x=o gtebt :v). 



sm^x 

X 

X — sin X 



-■•"• -^ »f tt ti tt "• 



11. 



ex — — X 
^2- ßinx f^^ ^^"^ ^^^^* ^• 

ex— e-x — 2x 
^^' X— sinx " " " " 

ax — bx , , / 

14. 1 — „ ,, ,, „ Iga — Igb. 

a— X— alga+algx ^„ 

lo. , . , — jurx = a gtcbt — 1. 

a — V 2ax — x^ 

§ 18. ©affelbe SScrfa^ren, wie im Dori9cn§, ift anjuroenbcn, 

F(x) l/f(x) 
»erociö. tz.ä-'^ iT ^== Ä f«r ben Söert Xq. 

-(fx)-2.f'x __(Fx)2fx 
2)urc^ ^iffercntiteren crgiebt fici&ir(Fx)-2 .^'^ (fxP-F'x 

F(xo) [F{xo)]2.f(xo) 

:5Det wa^re 2öert üon jt^ ift alfo ff (x^Vj 2TF'fey' ^^^^^ ^"^* S)ioifton 

.F(xo) 
^^^^ fixo) 
2* 
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F(s<.)-f(Xo) 

P(Xo)_F'(Xo) 

f(Xo) f'(Xo/ 



l = ffr,).F^Iio)'""'""« 



tang 5 X ^^ CO 

33eifpier. ^^"J" ^at für x = 90o bcn 2Bcrt — • 

5 1 

3)er roa^rc Söert ift "^go 5 ^ • ^^ 2x f«^ x = 90«, alfo = g. 

10 cos X • sin X 
^nxä) nodlmaageö 2)ifferciitiieren crgicbt f^* — 2^^5^— ösinöx 

für x=90, alfo g- 

cos X- sin X 8in2x\ 

sin5x sinlOx/ 



/ cos X • 
2)urcl^ brittc^ 2Hfferenttieren crgtebt fic^ I oa ^,^35^. 



Q pAg 2x 
jö-^^.ö^für X =^900, alfo i. 



§ 19. 2lud^ ber gaff, in roeld^cm Fx-fx für Xo bcn äBert 
o • o3 annimmt, (äfet iid^ auf § 17 jurüdfülircn, ba 

P 
P • f = pi/ alfo für Xo gfei* ^. 

SBeifpicr. 

X lg X §at für Xo = ben SBcrt • — co. 

X o 

gfJun ift x-lgx = 7jg- v„;^, alfo für x = o gletcf) z^^. 

1 



2)urcf) 3)ifferenttieren ergiebt fidl 



-l.(lgx)--^. ^ 



ober 



■X — 



^— TT für X = o greid^ _ .^ = o. 



(igx) 
!I^erfeIbe 2öcrt f)ätte fic^ ciuc^ auf folgcnbc 2lrt ergeben : 

Igx >D 

xlgx = — 1: ,,alfo für x=o gleich 

X ^>^ 

1/x 
^hxd) ^ifferentiieren ergiebt fic^ — ^^tö «^^^ — X' ö^|o 0. 



Digitized by 



Google 



21 



§ 20. 2(ud^ bie gäffe, in rocld^en (Px)^^ für Xq =o einen 
ier SEBerte 0°, coo^ 1^ erhält, laffen fid^ auf § 17 jurüdfül^ren. 

©ci nämitdj w bcr gcfuc^tc roa^rc Söcrt bcr gunftion Ff für x=Xo, 
fo ift lgw = f -IgF, alfo 

IgF 

w= e^"* f roorin ber Opponent $u l^cftimmcn ift. 
Seifpicrc. 

1. (1+x)^/^ ift für X -= o gleid^ 1 ^. 

lg(l+x) 

2)cr roa^rc SBert ift e ^' für x = o, alfo e" . 

lg(l+x) 1 .1- 

3)iffcrentüere ^ — , fo crgicbt fidl j 7 — , alfo w= e ' "^ ^ =e. 

2. (l + l/x)x ift für x=(X) gleid^ 1=^. 

lg(l+l/x) 

2)er roa^re 2Bcrt ift e ^'^ für x = (X), alfo %. 

Ig(l4-l/x) — -^ -.-x-2 1 

3)iffercntüerc ^ — , fo crgiebt fic^ l+l/x ober fi j/j/ 

1 

bal^er w = e ^"^^^^ für x=o, ober o^ 

3. (1— x)^-^ ift für x-=l Qlcid^ 0». 

Ig(l-x) 

^r roirflic^e 2öcrt ift e (i-x) "^ für x=l, alfo e~ ^• 

lg(l— X) 
^ffercntücrc Sanier unb 9lcnner oon "n^I^vZi ' fo ergicbt fidl — (1 — x), 

ba^cr w=e~^^~^^ fürx=l, alfo gleich eo=l. 
1 

4. x^-^ ift für x=l ölcic^ 1^. 

2)er n)ir!li(IJe SSkrt ifte^~^ für x=l, alfo e . 



Iff X 

2)tffercntiicrc ^mitx unb Solenner üonj^^, f ergicBt fid^ 

l/x 

w = e "^ für x=l, alfo 1/e. 
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f)at für x=lbcn Söert od«. 

lg(l-x)"~^ 



^cr n)ir!a(^ SOBcrt ift e ^^"^ für x=l, olfo e^. 

lg(l— x)— 1 
3)iffcrentitere Saldier unb ^Renner oon n^j^\ -i fo crgicbt fid^ l—Xr 

bol^cr w=e^~^ für x = l; alfo 1. 

§ 21. aScnn bic ©iffercnj 'jroeier gcbrod^encn gunttionm 
für einen beftimmten SBett von x bie gorm co — od liefert, fo 
finb bie gcbrod^enen gunüionen 'auf benfelbeu DZenner ju bringen. 
eg ift j. 33. 

1 1 

Igx "~x--i ^^ ^^^ Öicidl cx)-(X). 

. X — 1 — Igx 

^ -_^7j— für x=l glcid^ g. 2)urc^ 3)iffererttiicrcn crgieW pc^ 

1 — 1/x x-1 

x_i ^^'^ xlg x+x^l ^"^ '^^^ öl«^^ 8- 2)ur(l^ nod^moltgc^ 

1 
2)iffcrcntiiercn wirb - , „, , r f"^ x=^l gleidl ^. 

lgx+x/^+1 

§ 22. ©inb bie für x = Xo im S^W^ "^^ 9fenner ocr- 
fd^roinbenben gaftoren ^potenjen mit gebrorfienen ©jponentcn^ 
in roeld^em gaUe bie 9Jeif)en in § 17 für P (x^ + Ax) uni> 
f (Xo + A x) nid^t nacb ganzen ^potenjcn von A x fortfd^reitcn 
fönnen, fo lä§t [x6) bie ©iffercntialred^nung nid^t jur 33cftim:= 
mung bes maleren SBerteg üon ^ benufeen. ©s mirb j. 33. 

(x2— a2)J 

"(X — a)^"^ ^^^ Ö^cic^ S- 

§icr würbe baä 2)iffcrentiieren fein 6nbe nehmen, alfo m(^ jur 
SBeftimmung beä roa^reu SßerteS üon g fül^ren. 

©e^t man aber a+h ftatt x, fo ergtcbt fidt) 
f(a+h)2-a2]l__/2ah + h2\| 3 

raorauS für h -= ber 2ßert (2a)^ refultiert. 
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3lnmer!. 2)affeI6e Slefultat ^ttc fld^ wie folgt ergeben: 

/x2 - a2\4 
^ = yY^Q, ) ift für x = a gleich g; eBenfo 

x2 a^ 

^5 = für X = a gleich g. 

X -~~ a 

3)urcl| 2)iffcrentiicren be« 3^^^«^ ««^ SflennerS ergiebt fid^ 

2x 3 

w'» =-j^" ober 2a, ba^cr ^^ (2a)-. 



Perfer Jiefj^mtt. 

Bla^rinia un& Blinima. 



§ 23. ®er SßJert einer gunftion fx Reifet ein aJlafimum, 
Toenn er größer i[t, alö ber in ber SRei^e ber SBerte t)on fx 
unmittelbar üorl^erge^enbe unb näd^ftfolgenbe, ein aJlinimum, 
roenn er Heiner afe biefe ift. 3n bem 3Komente, n)0 eine fx 
ein 9J?apmum wirb, ^ört il^r SBeftreben ju road^fen auf, unb 
fie beginnt abäunel^men; in bem 3Komente, wo jie ein a)iinimum 
roirb, ^ört i^r 93eftreben abjunel^men auf, unb fie beginnt ju 
road^fen. 9tad^ § 15 roäd^ft aber fx/ roenn ber erfte ©ifferential,- 
quotient f^ pontit) ift; fie nimmt ab, xotnn P negatio ift. SBenn 
alfo f^ Dom 3Barf|fen jum 3lbne^men übergel^t, ober umgefe^rt, 
fo mu§ notroenbig f^ fein SSorjeid^en änbern, alfo enttoebev 
g(eid^ o ober gleich ^xd fein. *) 



*) ®ine gunftion fann oom ^ofitioen jum S^legatioen (unb umgefe^vt) 

nur bonn übergeben, roenn fie erft ober co roirb; eö ift j. SB. 

a — X pofitio für x <:a, negatio für x > a, unb gleich '^fluil 

für ben Qxüx\(S)er\xoexi x = a. 

1 ^ ^ 

^ _ ift pofitio für x <a, negatio für x.> a, unb gleich >: 

für ben 3^^ifc^cnn)ert x ^— a. 
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hieraus crgicbt ]i6) folgcnbe Stcgel, bicjcnigcn SBerte 
üon X ju finbcn, für tocld^c fx ein ^Kajimum ober 3Winimum 
lüirb : 

©ud^c ben SEBert Xo, für toclc^cn f^x flleid^ 5RuII ober 
unenblid^ toirb, unb unterfud^e, ob ber näd^ftoor^erge^enbe 
unb ber näd^ftfolgenbe 2Bcrt oon f^x (alfo bie SBSerte 
oon f^ für x=Xo — dx unb x==Xo + dx) entgcgengefefete 
SBorjeid^en l^aben. 3ft min ber näc^ft oorfiergefienbe 2Bert 
oon f^ pofitiü, ber näd^ftfolgenbe negatio, fo finbet ein 
aJlajimum ftatt; ift ber näd^ft oorfierge^enbe SBert oon f^ 
negatio, ber nad^ftfofgenbe pojitio, fo finbet ein SRini- 
mum ftatt. 

§ 24. §ür ben gaU, bafe ade f ^x ftetig bleiben, alfo uid^t 
plöfelid^ c>D werben, ergiebt fid^ tnittelft beä J^a^Iorfd^en ©afeeö 
eine leid^tere SWegel, afe bie eben gegebene allgemeine, jur 3luf= 
finbung ber SBerte oon x, für roeld^e fx ein 3JlaEimum ober 
9J?inimiim toirb. ®s ift uänilid^ 

f(Xo±dx) = f(x„)±fI(Xo)-dX+f"(Xo)-^'±. . . . 

3)a nun für ein 3JiaEimum ober 3)ttnimum f ^ gteid^ 5lutt 
ift, fo bleibt für biefen gall 

f(Xo =tdx)==f(,o) + f"(Xo)fV=*= 

3ft nun f^^(xo) pofitiü, fo ift ber bem äßert f(xo) un^: 
mittelbar oor^erge^enbe unb folgenbe SBert oon fx größer, 
afe f(xo); bann ift alfo fx ein 3Jlinimum. 3>ft ober f"(xo) "c- 
gatiü, fo finb bie beiben 9lad^barmerte oon fx Heiner, als 
f(xo); bann ift olfo fx ein SKajimum. 

Slnmer!. ©oUtc für bcnfelben Sßert Xq, für Toeld^cn f glcidj "^fluH 
roirb, aud^ f" ju S^lutt rocrben, fo wäre 

f(Xo=Fdx)=f(Xo)i=fm(x^)^3Y + f^^W ^ =^ 

3ft nun fi" pofitio, fo ift ber f (x^) näc^ftoor^ergc^enbe SBcrt oon 
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fx ficincr alS f(xo)f ber näc^ftfolgcnbc a&cr gröfter oIS f(xo). 3ft ß'&cr f^^(xo) 
ncgatio/ fo ift ber f(xo) näd^ftoor^crgcl^cnbe SDBcct oon fx gtöBcr, alS f(xo), 
ber näc^ftfolgcnbe Keiner, alS f(xo). 3« Reiben 5<itten ift f(xo) roebcr ein 
üRajimum nod^ ein SÄinimum. 

Söerben ferner für Xo suglcic^ fi, fn fm gicic^ sRutt, fo lä^t fi* 
leicht jeigen, ba^ f(xo) . ein aWajimum, roenn fiV(^xo) negatio, l^ingcgen ein 
SJlinimum, roenn f^v^^^) pofitio ift, 2C. 

§ 25. Übungsaufgaben. 

1. S)ic SJBertc üon x ju finbcn, für tüeld^c bie gunftion 
x^ — x2 — x + l ein 3JiaEimum ober ^Kimmum lüirb. 

Söfung. f ' = 3x2 — 2x - - 1 = o liefert x« = l ober — }. 
fii=6x — 2. f" roirb für x = l pofitio, 

für X = - ^ negatit), bal^er ift 
bie gunftion x^ — x^ — x + 1 ein 2Jlinimum für x = l, ein 

3Äa5imum für x = — ^J . 

2. 3)ie äJlajima unb äJlinima ber gunftion 
|x4-3x2 + 6x + 3 SU beftimmen. 

^ Söfung. f = x3 — 7 X + 6 = o, ba^er («Knalgfiä ©. 44) Xo = 1 ob. 2 

ob. — a. 
f II = 3x2 _ 7. f n roirb für x = 1 negaho, 

für x = 2 pofitio, 
für X = — 3 pofitio, 
ba^er ift bie gegebene gunftion ein 2JlaEimum (52) für x = 1, ein 
SÄinimum (5) für x = 2, unb ein jroeiteö 3Jlimimum (— 26^) f ür x = — 3. 

3. 2)te aKajima unb aJiintma üon ix5—fx4 + 4x^^ — 5x2 
+ 3x + l ju beftimmen. 

Söfung.fi =x4— 6x34-12x2— 10x+3 = oaefertXo=loberloberlober3. 
fn =4x3 — 18x2 4- 24x — 10. gürx=l roirbfii=o,fni= o, 
f in= 12 x2 — 36 X -f 24 fiv negatio, bal^er ein SKajimum 

fiv = 24x — 36 (1,7) für X = 1. 

gür X = 3 njirb f ^i pofitio, bal^er 
ein 9}Unimum (0,1) für x = 3- 

4. ©esgleid^en von e^ + 2 cosx + c^ 
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Söfung. f^ ^e"" — 28inx— e ^=o liefert x--o, für roclc^Söertf^ 
f " =e^ — 2 cos X +e-^ unb f^=o, f^^pofttioroirb^bal^r 
f"i =e* + 2 8inx — e7^ «" 2Rinimum (4) für x=o. 
fiv =e^ + 2co8X+e-^ 

5. SBcId^cr Don ollcn Srüd^n übertrifft fein JQuabrat 
am meiftcn? 

Slntroort : h 

6. ißeld^cö von aütn Sicd^tecfcn com ^nl^altc a \)ai bcn 
fleinftcn Umfang? 

a 
Söfung. Sei x bie 33aH alfo^ bic ^ö^c beä gcfudjtcn ^tec^tcdg, fo 

2a 

ift ber Umfang =2x4- ^-• 

2a 
f = 2 —-^ = o liefert x -- ) a. 

^5 ^at ha^tx von aSCen ^t^tedien von ^tttd^tm pn^attt ba$ 
$itabtat beit kttxnfien llmfat^. 

7. SBcld^eö von allen 3{eci(|terfen üon gleid^em Umfange u 
^at ben gröfeteu ^n^alt? 

u 
Söfung. SMc 33afiä beä gefachten '3iediied^ ift -4-' ^^^ ^^^ 

von aStn 'git^UAtn von ^tti^tm llmfimge has ^nahxai 
ben groHteit ^nl^art. 

8. ^n ein 2)reied üon ber 33anä a unb ^'ö\)t h foH baä 

größtmögliche Sied^ted eingejeid^net werben. äBeld^e ^öl^e ift i^m 

ju geben? 

^öfung. Seien x u. y bie §ö^e unb ^iafiä beö gefachten a^lec^ts 

a 
ed^, fo ift h : a == (h— x) : y, ba^er y — ^ (^^"~^)' bcnma^ift ber Sn^It 

a 
-- j^ (hx— X-). !3)ic§ ift ein SKa^imum ober 9)iinimum für ben SDäert Xo 

a 
roelc^er f\ nämlic^ . (h— 2x), ju yiuU. mad)t, nämüc^ für Xo ^ h/2. 5)a 

h h 

nun fi^ für x - "2" "^Ö^^io ift, fo finbet für x = ^ ein 3Wajimum Statt. 

9. ^n einen Äreiä 00m iRabiuö r foH ba§ gröfetmöglid^e 
aie^ted eingejei^net ttjerben. SBeld^e 23afiä ift i^m ju geben? 
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Söfung. Sei x bic 33afi« bcö gefu(^ten Jlec^tecfö, fo ift bcffen 
|)ö^ l/4r2~.^^2 uni> j,er 3n6ort-=x V 4i^— x^. 3)icfc gunftion roirb 
für baffclbc Xq ein aWojimum, für rocld^eö il^r Duabrat 4r2x2 — x* ein 
SWarimum wirb, f = Sr^x — 4x3 = o für x = o ober r /2. 

r = 8r2 - 12x2. gi^ X = wirb f ' pofitio, olf o baS 

^led^tect ein ^nimum; 

für X = r y2 wirb f" negatio, olfo 

baä 3flcc^tecf ein aWajimunt. 

2)a für X = rV2 aud^ bie ^ö^e = rV^2 wirb, fo ift baö ^t^tt 

'^t^UAf wttd^es einem iiteife eingejfii^ttei werben ftaitn^ ein $nabrat, 

Neffen ^n^afi 2r2 ift. 

10. Um einen Ärei§ ein gleid^fd^enfligeä ©reied ju be= 
ld)reiben, beffen 3nf)alt ein aKai'imuni ift. 

Söfung. ^aö gcfuc^tc 2)reied ift ein gleic^feitigeä. 

11. ^n einer Äugel einen geraben Äegel üom gröBtmög= 
Ii(§en 3n^alte ju fonftruieren. 

Söfung 1. Sejeid^ne bic Entfernung beö 2llittetpun!tS ber ®runb= 
fläche oon ber Äugeloberfläc^c (DE) mit x, fo ift ber ®runb» 
fläc^enrabiuö AD = 1 '2rx ^^^2^ bic $ö^e BD -- 2r — x, ba^cr 

ber ilcgelin^alt (x^— 4rx2 f4r2x) ^. ©e^e nun 3x2-8rx+4r2 
= o, fo ergiebt fid^ Xq = Jr für ben 3Wajimalfegel. 
. Söfung 2. ©e^e /^ AOD = $] bann ergiebt fic^ cos lb = i Jc. 

12. 3n einem geraben Kegel ben größten ©plinber in 
fonftruieren. 

h 
Söfung. ^ie ©glinberp^e ift^. 

13. SBel^er von allen geraben ßplinbern uom Qnfialte a 
^at bie fleinflc ©efamtoberfläc^e? 

Söfung. ©ei x ber S^^abiu^ ber ©runbfläc^e, y bie §öl^c beS 

a 
ßpUnberä ; bann ift y =^ ^O;^ ^^'^ ^^^ ©efamtoberftäd^c 

/a \ 2a 

=-2l- + x2-). Söirb nun f^ -- ^o -i-4-x-- gefegt, fo 
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•i o 

rcfulticrt x© =1/ ^ unb yo = 2I/ ^ . (gä ift ba^cr btc §0^ 
bcS gcfud^tcn ß^^Iinbcrö gleich bem 3)ur(^mcffcr feiner ®ninbf(ä(^. 

14. ©nc ^a\)l a in jroci Summanben ju jerlcgen, bcrcn 
^srobuft ein 3J?ajimum roirb. 

Söfung : ^ + 2 • 

15. Slus einem rec^tecfigen Stficf ^ßappc foDen, nad^bem 
an ben ©den gleid^e Cluabrate fortgenommen roorben, bie ©ei- 
tenftüde fenfrcd^t gegen baö 3KitteIftüdE aufgebogen werben unb 
ber entfte^cnbe l^o^le Äaften ein 3JlaEimum fein. 

Söfung. 2)ie %i'd6)t beg 2RittcIftüc!ä ift (a— 2x) (b— 2x). bo^er 
ber Äaftenin^alt x(a— 2x) (b— 2x). gür ben aWaEimalfaften tft 

Xo- Q • 

a 

Slnmer!. 3ft b=-a, fo ift xo= -^ unb ber Sn^alt beö 3Ko£imaI» 

2 ^ 
foftcns 2y^- 

16. ®urd^ einen geg. ^punft P jroifc^eu ben ©d^cnfetn 
eines redeten SBinfels A bie fürjeftc Sinie MN ju jie^en. 

Söfting 1. (Seien a u. b bie ^oorbinaten von P. Bejeic^ne NA 
mit x, fo ift MN2=x2+AM'^ 
_ , , b^x2 



2Birb nun f x = 2x-f (x^^äT^" ^^ Ö^fe^t, 



2b2x (X - a)2 — 2b2x2 (x - a) 

fo ift Xo^a+l/'äPr 

Söfunö2. SBejeic^neZMNAmit^. ^o«"^f*MN=^^g^+g.--^ 

3Birb ber erftc 2)iffercntiaIquotient biefer gunftion glcid^ ^uU 

gefeftt, fo ergiebt fic^ tang $0 = V^/sl, '^^¥^ roieber AN (ober 

3 . 

a-[-b cotg 4^0) ^a+Vah'^ 
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17. gür Toeld^eu 28crt uon x roirb x^ ein 3)Jinuniim? 

Söfung. 2)a x = eigx^ jo ift xx = e^^*^; ba§er 
f = e xigx (1 _|- jg x). hierin !ann bcr crfte gaftoc nid^t gleich 
Sflutt gefegt werben ; ba^cr fe^c 1 + lg x = o ; bann ift lg Xo = — 1, 
alfo Xo = 1/e. 

X 

18. gut racld^eii 2Bert üon x roirb Vx ein ^Dlajimum 
ober SKintmum? 

X 

Söfung. fx = v'x 
lg f = 1/x lg X. 2)ur(^ 2)ifferentiiecen roirb 

» vii i _.> ifs -V -y- _o J UX, 



; df^(-^\,lgx-^^)dx. 

ober f = fx (- -^Ig X + -o j 



df 
dx 



v "x 

= -2 (1— lgx)-^e4^1— lgx=o,foiftlgxo=l, 

e ö^foxo = e; 
ba^cr roirb bic Munition yx ein SRajimum, (/e), für x = e. 



fünfter Jlbfd^ttift. 



§ 26. ®ine ^urx)e Iicifet in Scjiig auf einen i^rer ^Nunfte 
fonfaü gegen bie Slbfcijjenad^fe, roenn fie jroifc^en biefer unb 
ber burd^ ben ^sunft gejogenen ^^angente liegt, fonoej, roenn 
fie ctu^er^alb ber 3lbfciffenad^fe unb ber burc^ ben 5ßunft ge- 
jogenen Tangente liegt. 

®ie ^Punfte, roo eine ^uroe oon ^onfaüität in Äonoejität^ 
ober umgefe^rt, übergebt, ^eifeen aScnbepunfte. 

©ine £urt)e, bie einen 2ßenbepunft ^ot, fann bur^ dm ®e= 
rabe in me^r als jroei fünften gefc^nitten roerben. 
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§ 27. aufgäbe, gür roeld^eö x wirb eine Äuroe, bercn 
©leid^ung y = f x ift, fonfao obet fottoejc? 

Söfung. PQ=y roadjfc um RU=Ay^ »«tti 
AQ = X um QS = A^ roäd^ft. 3)ann tft nod^ bcm 
^aglorfd^cn ©a^c 

Ay = fxAx + f-%r+f'" %-•••• 

SDBirb nun A^ fo f lein onöcnommcn, ba6 jcbcä ®(icb 

bicfer 9lci^e c^rö^r ift, oI8 bic ©ummc oHcr foI= 

gcnbcn (§ 15), fo ift für road^fenbc pofitioc Dr« 

binatcn (gifi. 1 u. 2), für rocld^c f'x pofitio ift, 

Ay ober Rü größer, alä Tu ober f'-Ax(§16), 

fobalb f">ofttio ift. hingegen ift Ay Heiner, olä 

Tu, foBoIb f" negotii) ift. 3m erften Sötte ift bie 

^uroe im fünfte P oorroärtö fonoej, im jroeiten 

gatte üorroörtä fonloo gegen bie 2lbfciffenocl&fe. (3n berfelben äßeife 

lägt ft(§ bei 2(nna^me eineS negotioen Ax jeigen, bofi im erften 

golle bie Ä'uroe au(^ rüchoärtä fonoej, foroie im jnjei- 

ten Sode aud^ rücfioärtä fonfoo ift). 

gür abne^menbe pofitioe Drbinoten (3ig-3u.4)^ 

für welche f'x negatio ift, ift Ay ober Rü fleiner, al§ 

TU, fobolb f" pofitio ift (Äonoejitöt), hingegen größer 

als TU, fobalb f" negatio ift (^onfaoität). 

ä§nli(^ Iä6t fid^ jeigen, ba^ für ncgatioe Drbinoten 
gerabc umgefe^rt Äonoejitöt ftottfinbct, njcnn f" negatio, 
Äonlaoitöt, menn f pofitio ift. ^al^er ift mit Serürfs 
fid^tigung be§ SSorjcic^enä ton y bie oHgememe Siegel : 
^ine ^utve y=fx ift fo rattfle ftonßan, afo y f'x 
negativ f unb fo fange homex^ atB yf x pofitio Ift. 
gür biejenige äbfciffe Xq, für weld^e f = o, ift 

Ax^ 3ftnunf"po= 
fitit), fo ifl für 




a s 



a s 



§28. 




Air 



A /i i 8 



V 



Ay = fxAx + f'' 



3! 



+ Ax Ay ob.UR>UT,alfo b.Äuroe üorro.font). 

— Ax Ayob. ur>ut, ,, „ „ „ fonf. 

3Jft ober f " negatio, fo ift für 

+ Ax Ay < UT, alfo b. Ä. vom. tont 
— Ax Ay<ut, „ „ „ rücfit). fouo. 
3n beiben gäHen, alfo wenn f" = o nnb f " pofitio ober 
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negatxü, ift PeinaBenbepunft; bälget finb bie «bfciffen ber SBenbe* 
fünfte einer Äume y = fx ble SBttrieln ber ©leiiijuttg f ' = o. 

Slnmer!. Sottte für benfelben SBcrt Xo, für rodeten f = o 
wirb, a\i^ ber folgenbc ober mehrere folgenbc Differential 
quotienten = o roerben, fo fann ein SBenbepnnft nur bann nor* 
l^anben fein^ toenn ber erfte niii^t au 9luH merbenbe Differential« 
qnotient r^on nngeraber Crbnnng ift. 

§ 29. ©isfuffion einiger Äuroen. 
y = Kax (^arabelgteid^ung). 

3)a f ' für jebeä x negotii) ift, f o ift bie Parabel 
Überott !on!ot) gegen bie 3lbfciffcnacl^fe. 

gür X < 1 ift y negotii), y-f"x pofxtit), bo^er 
ber unterhalb ber ^bfciffenod^fe (iegenbe ^mx^ 
fonoej. 

gür x = l ift y==o. 

gür x> 1 ift y • fx negotii), bo^er ber ober* 
l^olb ber Slbfciffenod^e liegenbe 3«>^g !on!oo. 
Äcin SBenbepunft, bo f" für feinen Sßert oon 
x ju 9lutt wirb. 

)y*= o roeber ein aKinimum noc^ 
SKojimum noc^ § 24 2lnm. 



1. 



2. 



y = a lg X. 

f = a/x 



3 



4. 



y = (x— a>. 

f =3(x— a)2 
f =6(x~a) 
f " = 6 



gür x^ 



I. y = (x-a)* 



y 

A a 



4(x— a)3 
f^ =12(x— a)2 
fiii_24(x-a) 
Pv = 24. 



n. y = -(x-ay. 

fi __ 4(x-a)^ 
F=— 12(x— a)2 
fni__24(x-a) 
fiv^_24. 



|f =.o,bo^.b.3(bfciffenac^f.^ng. 
^r=o.aBcnbcpun!t, bo ber erfte 
nic^t oerfc^roinbenbe 2)iff.quot. 
oon ungcraber Drbnung ift. 

iy=o cin3Äinim.n.§242Inm. 
f =0, ba^. b.5lbciff .Xongentc 
f"=o; boc^ fein Sßenbepunft 
bo ber erfte ntd^t ocrfc^roin« 
benbe 2)iff.--quot. oon gera= 
ber Drbnung ijt. 
gür X J a ift f" ftetö pofitio, bo^er 
bie ^uroe übcratt fonoej. 

!x=o eMa^xm. n.§242lnm. 
f =0, baE|. b. Slbfciff. Xong. 
f"=o; bod^ feinSßenbcpunft. 
gür X 5 a ift y negatio unb y=f"x po= 
fitio, bal^erbie (unterhalb ber 
Slc^fe liegenbe) Äuroe fonoe^. 
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y 


= (x-a)^ 

f =5(x- 

y f"=2o(x- 


-a)^ 

-a)^ 


gut x=aifiy=o; iwber Wajimuin, 
no4 äRinimuin- 
f =o,ba^erbieaibfcifl' 
äcbfe Xanaente. 


/ 

} 


r'=i20. 

= x-f l/x. 

fi = T^x-? 
fm= ±|x-* 
fiv= T-J|x-i 


1 f"=o.33Benbepuntt. 
, gür oBe ± Dtbinaten ift bie fiuroc 
fonoej. 

gür negatioe x ift y imaginai;; 
1 für x = o ift y=o; 
1 für X }n)if(^n o u. 1 ift y ±; 
j für X = 1 ift y = 2 ob. o ; 

für x>l ift y pofitio. 



6. y = 



2)ic Äurt)c crftrecft fic^ nad^ bei: pofiliüen Seite f)\n mit sroei ©d^enfelrt 
ins UnenbUc^e. 

gür X = o fd^neibet ber erfte ©c^cnfel bie ^bfciffenac^fe, unb ba f für 
X = o unenblid^, fx) ftel^t bie Tangente in A fenfrec^t auf ber 2tbfciffenac^fe. 
Xa ferner f für biä inä Unenblic^c roac^fenbe x ftetö pofitio ift, fo f^at 
ber erfte Sc^entel toeber ein äRapmum notf^ ein SRinitnum, unb ba f" 
ftetS negatio ift, fo ift biefer ©c^enfel übcraH tonfav. 

3)er jroeitc ©c^nfel fc^nejbet für x=o bie Slbciffenac^fe, unb ba für 
X = o f = CND, fo ftel^t bie Tangente in A fenfrec^t auf ber Slbfciffen* 
ad^fe. 2)a ferner f für x = | gu ^uU roirb, unb f" für x = ]- pofxtit) ift^ 
fo finbet für x = ]- ein 3Rtnimum ©tatt (— i). ^a für x jroifc^en o u. 1 
ber Sßert ron y • f" negatio ift, f o ift ber sroeite ©c^en!e( unterhalb ber 3lb* 
fciffenac^fe fonfao. gür x = 1 fc^neibet er bie Slbfciffenac^fe jum jroeiten 
male, gür x > 1 ift f ftetö negatiü, bal^cr bann fein 3JlaEimum ober 
3Winimum mel^r ftattfinbet. 2)a ferner f ür x > 1 ber jroeite 2)iff.quotient 
ftetä pofitio ift, f o ift ber jroeite erf)en!el für fämtUd^e x > 1 fonoej. 




-Fix 



-4 



2)ie ^urt)e erftrccft fic§ nac^ ber pofitioen 
6eite ^in mit jroei ©c^enfcln inS Unenblic^e. 

I. ©d^cnlel. gür X = o fc^neibet ber erfte 
©d^enf er bie Slbfciff enac^fe. 2)a f für jebeS + x 
pofitiü ift, fo f)at er lein aRajimum ober a)U* 
ulmunt, unb bo f" ftetä negatio ift, fo ift er überatt fonfao. 



X 
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II. StS^tnitL 3ür X = o fc^neibet ex bie Slbfctffenac^fc. f tpirb = o für 
x=(§)6; ba für bicfcn SBert f" ncgatit) ift, fo finbet für il^n ein 3»aji* 
mttm ©tatt. f" wirb = o für x = (|)6. 2öenbepun!t, ba hex brittc 2)iffe^ 
rcntialquoticnt nic^t = o ift. 

8. y = 3=t(x-8)Kx-3. 

gür x<3 ift y imaginär; 

für x = 3 ift y = 3; 

für x=-8 ift y-=3; , 

für x>3 l^at y jroei SBcrte, bie gleic^oiel über unb unter 3 finb, 
fo ba6 bie ^uroe burd^ eine in ber (Entfernung 3 ber 2l5fciffenac^fe parallel 

gezogene Sinie ^olbiert wirb. 

j. g 

f' = ztV^x— 3it— 2~(x— 3)-i 2)a f für x = 3 unenblic^ ift, 

fo fte^t bie Tangente in bem ju x = 3 geprigcn fünfte fen!rcc^t auf ber 
2lbfciffenac^fe. f wirb = o für x = 4f . 2)o für biefen 2öert tjon x f " 
für bie obere ©älfte negatio, für bie untere pofitit) ift, fo finbet für bcn 
jtt x=4f gehörigen ^unft ber oberen ^ölfte ein ajlttilmum, ber unteren 
i^älfte ein 9Rlnimum ftatt. 



§e(^flet Jißfj^mtt. 

©iflftrtnüafion titrtaitßtlftr 3ffunfifiontn itatitr 



§ 30. ©et P (x, y) == eine öerroidelte gunftion ber beiben 
Sßeränberlid^en x unb y. 35enft man ficl^ biefe ©leid^ung auf 
y rebucirt, fo ift y eine fx, bal^er mu§, roenn x \i^ um dx 
änbert, y fid^ um ein baoon abhängiges dy änbern, meld^e^ 
glcid^ f^x dx ift. S)ie beiben jufammenge^örigen SBerte 
x+dx unb y+dy müjfen bann mieber bie ©leid^ung F (x+dx, 
y+dy) == ibentif(^ mad^en; es ift alfo P (x + dx, y)=o, 
Toenn y bas neue ju x+dx gel^örige y bejeid^net. 

SRun Ift aber P(x+dx, y) = P (x, y)+pix(x, y) dx, 
toorin P^x ben erften S)ifferentia(quotienten ber na<^ x biffe= 

IDrtcr, gtepct. b. J>iff. u. ^ntcgr. Sfecönutig, 3. Slufl. 3 
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tcntiterten gunition P bejcid^nct. Überall ift ftatt y }u fcfecii 
y+dy, ba^cr 

P (x+dx, y+dy) = F (x, y+dy)+P',(x, y+dy) dx. 

SWun ift P (X, y+dy) = P+P'y dy. 
P'x (X, y+dy) = F', +F\ y dy, ba^cr 
P (x+dx, y + dy) = P + P'y dy + P'x dx + F\, y dx dy 
ober, ba ber Sluöbrucf linU unb baö erfle ®Ueb redf^ts = o, 
unb bog lefete ©lieb red^ts eine unenblid^ lUxnt ©röfee jroeiteu 
©rabes ift, F'y -dy+F'x •dx=o. 

dy 
3»att flttbet alfo ben 2)ifferetttiaIqttotietiiett ^ einer F (x, y) 

= 0, inbent man bie gfnnttion erft natS^ y nnb bann naii^ 
X bifferentiiert, nnb bie ^nmnte beiber Differentiale gleiii^ 
9htH fett. 

Seifpicle: 1. y2-2xy— 8x2— 4=o 

2y dy — 2x dy — 2y dx— 6 xdx = o. 

(y-x)dy-(3x+y) dx=o,baI)er^=^^. 

3)a y boppelrocrtig ift, (weil auö ber gegebenen (SJIcid^ung folgt 
dy ^ ^ 4x 

' ^Vl+x'a • 
2. xV-e^ — x4+7 = 0. 

Sx^y^dy— e^ dy-f-^y^x^dx— 4x3dx=o 
(3 x4y2— e^' ) dy+(4y3x3— 4x3) dx=o 
4x3 — 4x3 y3 



y^xzhl/'l+x^), fo ift dx = ^=^i 



§ 31. allgemein erhält man auä einer üerroidelten gimfc 

tion jroeier SSeränberlid^en ben jroeiten ©ifferentialquotienten 

d^ 

^ wie folgt: 

2lu^ p(x, y) = o folgt burd^ 2)ifferentiieren 

(1) P'x dx+F'y dy = für jeben SBert oon x, ba^ 

l^er aud^ baö Differential beg äu^brud« Iinfe = o fein mufe. 
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©8 itnb aber F'x, F'y unb dy gunftionen oon x, roäl^renb dx 
ate Jonflant anjufefien ift; ba^et 

(F",. X • dx*+ V\ y dx dy) + {F'\, ^ dx dy +F"y, y dy^ + 

F'yd^) = 0. 

F'yg=0. 

Sterin ifi für ^-- fein SBert am (1) ju fubftituieren. 

SBcifpielc: 1. 2luä y2_2xy— 3x2— 4=o f^igt 

y dy— X dy— 3x dx— y dx= o für jcbcS x. 
3)ol^ec aud^ ba3 2)iffcrcntial beö 2luäbrutfä lin!ä = o fein mul- 3»« 
2luöbrude linlS finb aber y unb dy gunftionen oon x, roä^renb dx oIS 
fonftant anjufel^en ift. 3)al^er erl^ält man burc^ nod^moIigeS 3)iffcrentiieren 
dy^+y d2y— dx dy— X d3y-3dx2— dx dy = o 
dy2-[- (y— x) d3y— 2 dx dy— 3dx2= o 

^ d2y dy dy2 
(y— )d^-2dx + d^-''^-«- 

^iefe ©leic^ung ergiebt bie ^Bejiel^ung jiDifc^en x, y unb bem erften 
unb äroeiten 2)ifferentialquotienten. 
d2y 
Sßcnn man nun^alS ^unftion t)on x unb y barfteUen niU. fo mug 

dy/ 3x+y\ 
bcr 2öcrt oon dxv v-^x / f"^P**wiert werben. 

2. y3— 8xy+x3=o(®teic^un8fürbo3!artefifc^e^ratt.) 

3y 2dy— 3x dy — 3y dx+3x2 dx = o 

y2 dy — X dy— y dx+x2 dx == o 

dy _ y — x2 

dx y2 — X * 

dy o 
^r x=o ift ou(5 y=o. 2)a nun ^j^=~^ wirb, fo ift nac^ § 17 

ber nja^rc Söert 

dy 

dy dx ^^ 

-~= 5 , njorauS 

dx ^ dy 

8* 
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dy IzhVi— 4xy lii:(l — 2xy- 



dx 2y — 2y 

dy 
gür baä oBcrc 35or5cicl^cn ifk^für x=^o u. y = o unenblic^, für 

baS untere S5or8ci(^en=o. 3m Slnfongäpunftc ber Äuroe, ber 
ein ^oppelpunft ift, fielet alfo bic eine ^ngentc fenfrcd^t auf 
ber 2l5fdffcnad^fe, bie anbere Tangente faßt mit ber 3l5fciffenacl^fe 
jufammen. 

2)er erftc 2)ifferentiaIquotient wirb o für y— x2=o, ober 
y=x2. SBirb biefcr Sßert in bie gegebene ©leic^ung fubftituiert, 
fo ift x6 — Sx3-Ux3=o 

x6_2x3 =0, alfo x=o unb V 2, mithin 

y=o unb 1/^4. 

3 \ 

, ( tpwb alfo -j^=o. Um ju etlennen, o6be» Äuroen» 

punft, beffen 9lbfciffe V 2 ift, ein SWajimum ober 

d2y 
3Winimum ift, niu65^2 gefunben werben. SJiffe* 

rentiierc baf)cr obige ©leid^ung 
y^dy—xdy— ydx-f-x2dx=o, fo ift 
2y dy2+y2 d2y- dy dx— xd2y- dy dx+2x dx2 = o. 

(> '-^^ S ~ 2 (^ ) + 2y {^J+ 2x = 0. ®ö ift aber für 

dy 
bcn JU unterfud^enben ¥wn!t^=o, ba^er 

d2y — 2x — 2i 2 

böiger finbet ein SlWajimum ftatt. 
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^ießmter m^nitt. 

A. ©iflftrtnfiafion 5tr 3ffunfifiontn jtatur o5tr ms^rtrtr 



§ 32. @g fei z eine g^nftion ber beiben abfolut 5Ber^ 
änberUd^en x unb y, roeld^e gauj unabhängig oon einanber finb, 
j. S. z = f (x, y) bie ©leici^ung einer !rummen gläd^e. 

3>m allgemeinen wirb z fic^ änbern, roenn x ober y ober 
beibe jugleid^ fid^ änbern. Sejei(^ne bie ^nberung üon z, roeld^e 
burd^ Snberung üon x erfolgt, mit Az, biejenige, roeli^e 
burd^ ^nberung oon y erfolgt, mit Az, imb biejenige, roeld^e 
burd^ ^nberung oon x unb y erfolgt, mit Az. Hubert fid^ 
erft X um Ax, fo ift 
z+Az = f(x+Ax, y) = f(x,y)+f',(x,y)Ax+f'x(x,y) 

A x^ 
^y Hubert fic^ l^ierin no^ y um A y, fo ift 

(l)....z + Az = f(x,y + Ay) + fx(x,y + Ay)Ax + 

f\(x,y + Ay)^2T---- ^ 
bem SCa^Iorfi^en ©afie ift nun 

,y)+fv Ay + n 

f X (X, y+ Ay) = f X +f"x. y A y+f".. y. y ^2^' . . - 
ry (X, y+Ay) =f\,.+ f "x.x,y Ay+Pv^^ ^. ^, -^t^ 
ba^er nac^ ©ubftitution in (1) 
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Ax^ 
f"x (x, y + A y) y hierin ift je|t x fonftant. 3laä) 

ift nun 

f (X, y+Ay) = f (X, y)+fv Ay + f% ^^ " " 
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fj_f' Av-"f ^^A^^ 

z+Az= -i-f'xAx4-PVyAxAy-l-BAxAy2... 
-f"x.x^^' +CAx^/\y... 

Ax- 
ba^cr bie totale S)iffcrenj Ax = f x Ax -f fy Ay-|-f"x. x g, 

-;- l X. y -AX ^AJ-j- I y. y gf • • • • 

§ 33. SBä^ji tn ber gunftiou z=f (x, y) btc Seränber- 
lx6)t X um dx, fo ift f (x-f-dx, y) = f (x, y)i-f'x dx, tüoriit 
fxCinc gunftiou üon x u. y. 

SBäd^fi in f (x-[-dx, y) bie ücränbcrlic^c y um dy, fo ift 
f (x+dx, y+dy) = f (x^dx, \)-}-fy (x^ dx, y) dy, it)0= 
rin fy eine gunftion oou (x+dx) u. y, Qlfo=fy+Mdx. 
Sa^er ifi f (x+dx, y+dy) = f (x, y)+f ^dx^ (fV + M dx) dy. 
3lIfo, ba M dx dy ate unenblic^ Meine ©röfee sroeiten ©robes 
ausgelaffcn werben fann, 

baö totale ^tffevenHal dz=fx dx+fydy. 

SBäd^ft in ber gunhion z=f (x, y, v) bie 3SeränberIi(J^e 
X um dx, fo ifi f (x+dx, y, v) = f (x, y, v) + fx dx, worin 
f X eine gunftion üon x, y, v. 

SBäd^ft in f (x+dx, y, v) bie Sieränberlic^e y um dy, fo ift 
f (x+dx, y+dy, v) = f (x + «x, y, v)-^fy (x+dx, y, v) dy, 
worin fy eine gunftion oon x-j-dx, y, v, olfo = 

fy(x, y, v) + M.dx. 

aBäd^ft in f(x+dx, y+dy, v) bie SBeränberlic^e v um 
dv, fo ift f(x+dx, y+dy, v+dv) = f (x+dx, y+dy, v) 
+ f V (x + dx, y + dy, v) dv, worin f ^ eine gunftion uon 

x + dx, y + dy, v, 
alfo = f\ (x + dx, y + dy, v) + N dy 
= fv(x, y. v) + Pdx + Ndy. 
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©ubftitulert man bte gefunbencn SBcrtc üon 
f (x + dx, y + dy, v) unb f (x -|- ^x, y, v), fo refulticrt 
f (x+dx, y+dy, v+dv)=f (X, y, v)+fx dx+(fy+Mdx)dy 

+ (f V +P dx+N dy) dv, ba^er 
baö totale Differential dz = f x dx + f y dy + ty dy. 

83€ifpielc; 1. z=2x3y— 8xy2-[-4. 2öä(^ft x um dx, y um dy fo ift 
dz = (4xy — 3y2) dx + (2x2-6xy) dy, 

2. z =x4-y2-f v3. 
dz=dx+2y dy+3v2 dv. 

3. z =Sxy2+4yv2-f5x2y. 

dz = (3y2+10xv)dx + (6xy + 4v2) dy+ (8yv 

+ 5x2) dv. 

4. z = 3x3y2Y— 4x2y2v2-f 5xyv4+6. 

dz = (9x2y 2v— 8xy2v2-f 5y v4) dx+(6x V - 8x2y v2 
+ 5xv*)dy + (3x3y2— 8x2y2v+20xyv3)dv. 

5. z— xm yn» 

6. z=~— V^x2-fy2. 



7. z=arcltaiig=_ 1. 



§ 34. ©inb in einer üemicfelten gunftion f (x, y, z)=o 
X u. y bie abfolut SBeränberlid^en, z bic von i^nen abhängige 
3Seränberlid^e, fo läfet fid^ burd^ eine äl^ntid^c öetrad^tung roie 
in § 30 jeigcn, bafe 

F'x dx+P'y dy+F, dz = o. 

Jöeifpicl: x2+y2+z2=r2 (&[. ber Äuöeloberfläd^c). 

Söfung 1. X dx-fy dy-j-z dz = o, 

(xdx+y dy). 
dz = _ ^ 

SöfuTtfi 2. z = V^r2— x2-^y2 , ba§er nad^ § 32. 
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dz=f'x dx+f'y dy 



dy 


.. xdx 

V^r2-x2— y2 

ydy 


xdx 
z 

y dy 


^ • Vr3-x2-y2 
(x dx+y dy) 


z 



dz=- 



§ 35. 3(iifgat)e. ®ie ©Icid^ung ber burd^ ben ^unft P 
einer frummen gläd^e f(x, y, z)=o gel^cnben ^Tangentialebene 
ju fxnben. 

Söfung. 2)ie 5loorbinaten be§ $un!tcö P feien Xo, yo, Zq. Sööd^ft 
nur Xo um /\x, Zo um Az unb bleibt y !onftant, fo ift baburd^ ^un!t P, 
ber !rummen glöd^e beftimmt. Sööd^ft nur yo um Ay* ^o um Az unb 
bleibt X !onftant, fo ift baburd^ ^unft P„ ber %lää)e bcftimmt. 

2)ic ®I. ber burd^ P P, P„ ge^cnben (§^bene fei Z=AX+BY+C 
bann ift 

Zo-=Axo+Byo + C 

Zo + Az = A(Xo + Ax)+By + C 

X 

Zo + Az=^Axo +B(yo + Ay)+C. 

y 

Az Az 
2luö biefen brei ©leid^ungen ergeben fid^ A=-r^' B=z-^/C= 

Az Az . 

z — 7:~ — A „• Söerben A^ u. Ay unenblid^ Hein, fo fann baä 

gefrümmte giöd^enftücf P P, P„ alä eben angefel^cn werben unb 
fäat bann mit ber gefud^ten ®hme Z=AX+BY4-C aufammen. 

^ann finb A unb B bie partialen 3)iffcrcntiaIquoticnten ^ (ober 

dz 
f X ) wnb ^ (ober f y )• 2)af)er ift bie ®I. ber gefud^ten 2;angential= 

ebene Z— z=fx (X — x) + f'y (Y-y), worin für x, y, z bie 
Äoorbinaten beö gegebenen fünftes P ju fe|en finb. 

SBeifpiel. z2-x2-y2— r2==o. (©r. ber ^ugcloberfläd^e). 

X 

S)ifferentiiere nad^ x, fo ift 2z dz— 2x dx-=0; alfo f'x = — ^• 
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y 
3)iffetentiicre nad^ y, fo tft 2zdz— 2ydy = o, alfo fy =— -„. 

3)al^er ift bic ®I. bct Tangentialebene butdj ben ^unft x, y, z 
bcr ÄugeIoBerf(ä(^ : ' 

Z-z = - ^ (X-x)- ^ (Y-y) ober 

X (X -X) +y (Y--y) +z (Z~z) == o. 

3ufa^. gür x = o, y=o, alfo z=r ift bic ®I. ber ^^ngential- 
ebene r(Z—r)=o ober Z=r, alfo unabhängig oon x u. y, alfo 
ber %}itxKt ber x, y im 3(bftanbe r parallel. 



B. BTayima unö BTimnm 6tr 3IIunfifionün m^ljr^r^r 
aSfohif l^mni^rlic^^n. 

§ 36. z-=f (x, y) ift ein üJJarimum (ober a)]inimiim) für 
biejenigen 9Berte Xq uub Jo, für tüeld^e gleid^jeitig 

1) fx imb fy = o. 

2) f'x unb f'y beibe negatio (ober beibe pofitio). 

3) f"x.f'y>(f",.y)l 

33en)eiS. ®ä ift f (x+Ax, y+Ay)=f (x, y)+f'x A^+fy Ay 

Axu. Z\y !önnen fo !Iein angenommen werben, bafef'x Ax+^'yAy 
größer ift, alä bic Summe aller folgenben ©lieber, ©ott nun 
z für Xo u. yo ein SKajimum (ober aWinimum) fein, fo muffen 
f X unb f y beibe gleir^ Wutt fein. 

Jöären nämlid^ beibe +; fo würbe z road^fen für + Ax u. + Ay » 

obnel^men für — Ax u. — Ay? 
mären beibe—, fo mürbe z abnel^menfür+Ax u.+Ay/ 

mod^fen für — Ax u. — Ay; 
märe f'x pof., f'y negatio, fo mürbe z road^fen für -pAx u. — Axy^ 

(ibx^,t\)mtx\, für — Ax u. + Ay 

2)emnod^ ift beim 3Äa£tmum (u. SWinimum) : 

f(x-f-Ax, y+Ay)=f(x, y)+f"x ^+f"y ^^^-Vf'x. yAxAy... • 
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unb ixoat fann ein 9Ha|imttm nur bann ftattfinbcn, nenn 

f'x ^^' +f"y ^^+f"x, yAx Ay ncgotit) ift; 
alfo memt fx u. fy Beibe negativ ftnb. 
Watt nömli(^f"x +wnb f y — , fo roäte für Ay=o bie@ummc pofttio, 
unb roftre f'x— unbfy+r« « « Ax=o „ „ ^ 
6in Minimum lann nur bann ftattfinben, wenn fx u. fy Beibc 
^ofititi ftnb. 

gür ein 3Rajimum mu^ nod^ fx A^^+f^y Ay^+^f'x. y Ax Ay 
ncgatit) fein, cS mufe alfo, wenn für f'x Ax2+2f'x,y Ax Ay 

bcr SBert f'x (^Ax + -f^- Ay j -^^ Ay^ fubftituicrt 

rairb, f"x(Ax + ^!^- Ay)'+f"y -'^r^Ay^ ncgaHüfcin; 

bicfe Öcbingung wirb aber, ba beim SWastmum f"x u. f"y bctbe 

negatio fmb, erfüttl, wenn 

(f"x, y)2 
f y — — ^^7^ 9lutt ober negatio ift, alfo rocnn 

f-x f"y >(f"x. y)2 ift. 
/ f"x V* V r (t"x y)2l 

gür ein 2»inimum mufe f "x (^ Ax + ^,7/ A y J + [^'V " f^, J A y^ 

pofitio fein. 
3)iefe SBebingung roirb, ba beim SDWnimum f"x u. f"y beibe pofitio 
finb, erfüllt, wenn 

f'xf'y >(f"x.y)2ift. 

3lnmer!. ©cmbl^nlici^ erfennt man au8 bet gun!tion felbft, 06 ein 
aJJajimum ober SWinimum ftattfinbct, unb l^at bann nidjt nötig, ^u prüfen, 
ob bie Sebingungen 2) u. 3) erfaat finb. 

§ 37. Übungsaufgaben. 

1. 2Bann wirb z^x^-f-xy-j-y^— 3x-f 3y ein 50?a^' 
mum ober SWinimum? 

Sbfung. f X ob. -Jl =2x+y - 3 i =0) ^.^^^ ^ _ 3^ 

dz ! ( y=— 3. 

fyob.äy=x+2y+3 1=0) 

^a f"x =2, f"y -=2, fx. y=l, fo ift f"x f"y > (fx. y)'-*, 

bal)er mirb z ein 2Rinimum für x=3 u. y=— 3. 
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2. S)ie Saf)l 9 in brei %^U x, y, z ju j^i^l^Ö^"/ fo bafe 
ba« ^robuft x^ y^ z* ein aWaEtmum wirb. 

Söfung. x^ y^ (9— x— y)* foH ein aUagimum werben. 

1) fx ^ 2xy8(9-x— y)«— x2y3.4 (9-x— y)3 -= o 

2) f y - 3x2y2(9-x— y)*— x2y8-4(9-x— y)8 I =- o 

Xa roeber x, nod^ y, nod^ 9— x— y gleidj o fein lönncn, 
fo bimbierc 1) burd^ 2xy8(9-x— y)3 unb 2) butdJxV 
(9-x-y)8; bann ift 

(9 — X- y)— 2X--0) 9-3x— y o| 

3(9-x~y) -4y-.o| *^^^27-3x— 7y=o}' 

bttl^ X 2, y--3, z=4. 

gür biefe brei Xexle t)on 9 wirb x^y^z* ein SORajimum, 
ba t)on einem 3Wininium nid^t bie Siebe fein fonn. 
^niner!. Sott bie 3<tl(( & in brei fo((i^e leite s^rUgt werben^ bag 
x2y8z« tin Wla^mum ttlirb, fo ergeben fid^ oIS fold^e |a, ^a, fa. 

3. ©ine Sinie a in brei fold^e ^^eife x, y, z ju teilen, 
baJ3 bas boraus fonftvnierte ©rciecf ein a)?asimnm ujirb. 

*"•■ V's-') (1-0 Fht 

foK ein aRa$tmum fem; Med ift offenbat ber ^U, toenn 
gl 2"~^ ) ("2 ~y ) (^+y~ 2/ ^'" äHojimum tft. 

^''^ =-(!-- y) (^+y- l)+(i— ^) (J-y) i » 
f'y --(|-x) (x+y— 2)+(j-^) (r-y) I =0 

(2-y) (*-2x-y)-o 

(|-xj (a-x-2yj_o 

a a , 

2 — y tonn nid^t o fein, benn bonn wäre ouc^ 2 ^~ " 

* _ f 

// ff ft n ft n it 2 ^ — ^ ) 

unb fomit roäre ber britte gefud^tc %t\{ — o. 



a 

c^ — X 
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®ö tfk alfo SU ff^cn a— 2x— y^ o 

a — X — 2y— o, loecaud x -= a/3, y = a/3, ba^er 

z =. a/3. 
3)a nun für biefc SBertc 
f'x -laj 
f'y -- ia J unb f'x f'v > (f'x, v)2, fo finbct ein SRajimum fiatt. 

Sin otteH Sreieifett g(eti|en Umfangt ^at alfo bai^ gUiti^feitige 
ben größten ^nl^aU. 

4. SBclc^e ®imcnitoneii f)ai basjenigc gerabe ^arattclc^ 
pipcbum, tocld^cö oon aßen ^rallelcpipebcn glcid^cn Snl^altä 
(V) bie «einfte Dbcrfläd^e l^at? 

Söfung. Söerbcn bie ^imenfxonen be^ parallel, mit x, y, z ( - — 1 

bejeid^net, fo ift bie Oberfldc^e, roelc^e ein ^nimum fein foQ, 
/ V V\ 

M^y+X-Ty) 

f X 2 (y — Vx -2) o ) ^ierauä x - i^5 

fy-^2(x-Vy-2) ^o} y ^5 

3)0 für biefe Söerte f'x =^ ) fö ^t öoit offen ^oroOele^i^eben 
f"y -^4 ( gleiten 3nHottö ber Änbui^ bie 
f'x. y- 2 ) Hcittfte Oicrflö^c. 

5. Sj^ncr^alb ciueö geg. 3)reiedö roirb ein fold^cr ^^Jiinft 
P gefud^t, bafe bie ©ummc ber von i^m naä) ben ©den gcjo- 
gcnen ©tral^lcn ein 3Jfinimum ift. 

Söfung. SBegeid^ne PB, PA, PC mit x, y, z; ferner Z_PBG 
mit $ unb / PBA mit y9— e, fo ift 

y2- c2+x2— 2CX.C0S (/5 — e) 
z2 r^r. a2-}- x2 — 2ax • cos t, ba^er ift ju unterfud^en, roonn 
x+V^c2+x2— 2cx cos (/?— e) + >^ä2-|-x2 _ 2ax cos $ ein aJünimum ift. 

x— ccos (/5— 4^) X— acos$. 



fx^ 



f> 



y ' z 

ex sin (ß — fl ax sin $ 
y "~ z 



Digitized by 



Google 



45 



gättt mon AD 
ccos (ß—$) = ED. 
c . sin {ß—$) = AD. 

X 



1) 
2) 



1 



BD X— BE 

' 7. 



BP, BE -1- CP, fo ift 
acos^=BB, 
a • sin 4^ = CE, bal^er 

PD PE 
y ~ z 



ober 1- 







2(uä 1) folgt 
^u^ 2) forgt^ 



-= 1, ober cos APD + cos E PC 
ober sin APD -= sin EPC, 



-"- y 

AD CE 

PD PB 

y + z ' 
AD CE 
y '- z ' 

ba^er Z APD = EPC, ba^er 
cos APD = i, ober Z. APD =- 60» ) 
cos EPC = J > ober /_ EPC -^ 60o. \ ^^ 9^f"*^^ ^""^* ^ ^^^9^ ^^^«"«* 

fo, ba6 ieber ber 2BmfcI APB, BPC, CPA = 120o ift 

3ufa^. ^onftruiert man über jroei (Seiten beä geg. AABC 
gleid^feitige 3)reiecfe, unb um jebeS einen ^reiä, fo fd^neiben fid^ 
5eibc l^reife im gefud^ten fünfte P. 



C. Blaj^ima un8 BKnima mit IH^B^nß^Singung^n. 

§ 38. SBcnn z = F (x, y) bic ©leidiung einer frummen 
%l&^t ift, fo fann gefragt roerben, für lüeld^e aus y=f (x) fid^ 
ergebenben jufammenge^örigen SBerte von x u. y z ein "^Ma^u 
mum ober SUlinimum wirb, ober mit anberen 2öorten: SBenn 
man in allen fünften ber in ber (Sbene ber x, y gejogenen 
Äuröe y=f (x) Sote jur ®6ene ber x, y erri($tet, roeldie bie 
frumme glä(^e z=F (x, y) fd^neiben, biejenigen 2)ur^fc^nitte 
ju beftimmen, roeld^e SUlajima ober 3Kinima fiub. 



3 

fei a- »• z-=x3— y2 unb y^ 10 + -3- x. 



5ürx-=-— 3 
y= 51 



-2i 



z=-57|l-54iÄ-57 



2|.. 
7| 




10 



I 



15} I 



2 

4 
16 



4i! 5. ...ift 
16|jl7i..unb 



-lOOl .... — 189JJI-192'— 189^'7^!-181J:., 
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®ä erhält z für btc ocrfd^icbcnen aufammcnge^örigen SBcrte von 
X u. y im allöcmeinen t)crf(^icbenc 3Bcrtc. Um nun ju beftimmcn, 

3 

für meiern 2öert x^— y2 ober x^— (10 + y x)« ein aWoEimum 

ober 3)linimum wirb, fe^e 

fx -3x2— 3(10 + |x) oi,er 3x2-|x— 30 = o. 

hieraus ergicbt fid^ x =4 u. — 2^. 

fx--6x — Ö/2 tft für x = 4 pofttio, für x-= — 2^ negatio. 

2)a^r ift z ein 9)lasiininn für x = 2| unb baS jugc^. y -- 6^^, 

ein äRinimttm für x = 4, „ „ „ y = 16. 

2lnmerf. 2Slan lonn biefe SBcrte aud^ finben, ol^ne ben 2Bert t)on y 

in bie ®(. für z ju fubftitutercn. 3)ifferentiiert mon nämlid^ (nad^ § 32) 

bie gegebenen ©leid^ungen z — x^ -|- y^ o, 

3 
y— 2 X— 10=0, fo ift 

1) dz — 3x2 dx + 2y dy - o 

3 
2) dy — ^dx - o. 

dz ^ dy 

^ ober 3x2 — 2y ^^ ift o ju fejen. 

dv 

2(ug 2) folgt -^^ =1 ba^er 3x2— 3y=o ober 

x2— y^o für boä aWa^. ober 3Kinimum. 

©al^er mit §ilfe ber jroeiten geg. @leid^ung, bie ja ebenfattS für 
baS gefud^te x gilt, für roeld^eä z ein aWajimum ober SKinimum ift, 

x2 — I X ^ 10, worauf x -^ — 2^ unb 4. 



§ 39. Übungdaufgabcn. 

1. 2)ie ^'6\)t y unb ben 9labius x eines offenen ßtjlinbers 
ju beftimmen, beffen Dberftäd^e f bei geg. 3nl^alt v ein aWi= 
nimum ift. 

Söfung. (1) . . . f- 2x7ry + x2ff 

(2)...y-^x-2. 

ee^e df o, fo ift (y + x) dx + x dy o 
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(y+x)dx— X- ^2x~^dx — o 

y + x— ^x ""^0. 9iun iji aber (2) 
' 2v . 



2y— -- X = o; ba§er y~x=o. 
ift alfo bie CBerflä^e etne^ offenen ^^UnberS tiont Sn^alte y 



ein Minimum, ttienn y - x 



1/:- 



2. aBeld^es auö beii oier Seiten a, b, c, d fonftriüerbave 
SSierecf l^at ben größten 3i^^<^I^? 

Söfung. ©ei $ ber Z. anjifd^e» a u. b, cp ber baburd^ be- 

ab cd 

ftimmte Z. swifd^en c u. d, fo ift bcc 3n§alt f ^ 2 sin$-[- ö ^^^ ^* 

ferner i% ha bie SHogonale fidj auf jroei 2lrtcn auSbrütfen lä^t, 
a2 + b2 — 2ab cos 4^-- c^ -f d2 — 2 cd cos cp. 

^a bie Elimination oon cp fel^r umftonblicl^ roäre, fo eliminiere dcp 
®ä ift (1) df-:^l/2abcos$4-d$+l/2cdco8cpdcp-^o 

(2) 2ab sin ^d^^r- ?cd sin 9 dcp. 

ab cos $ d$ -|- cd cos cp dcp :^ 
ab sin $ d$ — cd sin cp dcp =r^ 
ab (cos $sin cp -}- sin $cos cp) d^ 0. 
sin ($ -f- cp) - 0, ba§er $ + cp -- 180>. 

^a@ gefufi^te S^ierec! ift ba^ct ein StxcWxtxcd, beffen gegen* 
überliegenbe 2öin!el 4^ u. cp fic^ auö (2) ergeben, ^a nftmlic^ 

a2+b2— (c2+d2) 
cos cp :^ - cos e fo ift cos $ — " 2 (ab+cd) • 
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10on bm Catifltnftn un8 8tr IRrümmung ftar IRurb^n. 



§40. 




@g jei y = f (x) bic Drt^ogonalglcid^ung einer 
Äuroe. 3Bä# AQ=xumQQi=Ax, fo 
äubert ^\ä) PQ=y um P'R=Ay, unb es 
ift nad^ bem S;aplorf d^en ©a^e: 

y-f Ay = y + f'Ax + f" ^^' 



Ay 

Ax 



= f 



+ f' 



2! 
Ax 
" 2! 



T A 



y—- \\i bie 2;Qn9. beä aSinfete, ben bie ©e- 

fante SS mit ber 3lbfciffenad^fe bilbet. 3^ Heiner Ax, um fo 
mel^r nähert fid^ SS ber Xangeute; für Ax = dx=o fättt fte 
mit biefer jufammen, bal^er roirb ber 2BinfeI, meldten bie 5tan= 

dv 

gente mit ber 2lbfciffenac^fe bilbet, burd^ tang^ = ^ ober 

cotg ^ = ^ beftimmt. 



gär bie ^^angente, ©ubtangente, ^formale, ©ubnormale 
ergeben fid^ fol^enbe gormein: 



Tangente TP=y 



1/i+r^v 



Idy/ 



«Rom.PN^y|/ 1 
dy 



©ubtang. TQ = y(g) I ©ubn. QN = y (g). 

S3eifpiele. 

1. 2)ie %anc(ente, Subtangentc, 3loxmale, ©unnormale ber 
Parabel y V ax ^u beftimmen. 
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-^ ^ 4 1/ ^- wi^^ für xr::30 unenbUcI^, ba^er ift bie Xangcntc im Scheitel 
dx T |/ X 

bcr $arabel fenfred^t jur 2lbciffcnacl^fe. 

pr bcn ^unlt, beffen 2lbfciffe x ift, ift 

bie Xangcntc — >^ax4-4x2 
bie ©ubtong.^ 2x 



bie Siiormale = 1/ ax -|- . 

a 
bie «Subnorm. = ^ . 



2. 2)ie Tangente, Subtangente, ^lormale, ©ubnormole be3 Äreifeä 
y2 = i.2_x2 ju beftimmen. 

^ = — Y wirb für X = ju ^fluH, 

ba()er ift bxe Xangente in ben fünften beö ^reifeä, 
beren Slbfciffe 0, parattel ber Slbfciffenad^fe. 

gür X = =t r lüirb x^r = cv, ba()er bie ^uge^örige Jangente fenf« 
red^t 5ur Slbfciffenac^fe. 

gür xr=±-^v^2 rairb^^ = ± 1, ba^er bilbet bie awftel^örige 
SCangente mit ber Slbjciffenac^fe einen 2öin!el oon 45^. 



^ie Tangente =_ r bie ^^lormale = r 



bie ©ubtang. = — .r 



bie ©abnorm. = — x. 



3. gür bie ©Eponentiallinie y=:ex ift 

^ -^ ' gür X = o fd^neibet bie Xangentc bie Slbfciffenac^fe 
unter einem 2ßin!cl oon 45°. 

^ic Xangente = V^l+e2x I bie 5flormale = e^ V l+e-^ 
bie (Subtong. =1 . j bie ©ubnorm.^e^x . 

'a><ter, 9lepet. b. 2)iff. u. Sntegr. Sfedjnung, 3. Slufl. 4 
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§ 41. afpmptotc einer Äuroe ^ifet biejenige ©erabe, 

ber fid^ bie Äuttje immer me^r nähert, ol^ne fie jcmate }u er== 

reid^en. ®ie 3lfpmptote fann bal^er al8 Xangente an einen un= 

enblici^ weit entfernten 5ßunft ber Äuroe angefe^en werben. 

3ft D ber ©urd^fd^nitt ber ^langente mit 

ber Drbinotenad^fe, T ber mit ber 2l6fciffenad^fe, 

fo brüdfe man 

AT =y cotang-'r— X nnb 

AD=y — xtang^ 

T^ TA ft ate gunftionen oon x aw^ nnb unterfnd^e, 

ob biefe ©tred^en für x = cnd enblid^ bleiben 

ober o^ werben. ©leiben fte enblid^, fo giebt es eine Slf^mptote; 

werben fie nnenblid^, fo giebt eö feine Slfpmptote. SBirb ble 

eine ©tredfe enblid^, bie anbere unenblid^, fo ift bie Slfumptote 

ber einen Äoorbinatenad^fe parattel; werben beibe ©tredfen gleid^ 

3inII, fo gel^t bie äfpmptote. bnrd^ ben Soorbinatenanfangdpuntt» 

3n biefem gatte mufe jnr Seftimmung ber Slid^tung ber Slfpmps 

dv 
tote tang ^ ober ^- für x = ^^ gefunben werben. 

33eifpic(e. 

1. gür bie Äurw y=:— V^x^— rS ift 

dv l)x 
tang r = :^~=— (x2 - aS)"^, ba^er 



AT:=y cotgr- 



a2 
X * 
-ab 



Vx2 — a^ 

©otDol^l AT als AD werben für x = (x> ju S'luU. 3)a^r gc§t 

bie 2lf9mptote burd^ ben Äoorbinotenonfong. 

bx 
^a tang r = w^— — . 
a V x-2 — a2 

b b 

=^^ für X = CND gleid^ ±— wirb, f o 
a* 



•i/i-: 



ift ^ierburd^ bie SRid^tung ber Beiben Slf^mptoten beftimmt. 
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dy a2 

2 ax 2a 
AT^yctgT — x=^-^ 



1— a/x" 



2a2 



AD = y — X tang r = -z^ -|- 2a. 

gür X = oc ift AT = 2a. 

eJür y = oc ift X = o, bal^er AT = o unb AD = od. 

2lnmer!. Um feine Slf^mptote ju üerfel^Ien, ift in bengor^ 
mein für AT u. AD fowo^l Xz=co, aI8 y = c>D ju fe^en. 

3. gür baä lottefifd^c ölatt x3 + y3-3axy = o ift 

dy x2— ay 




AT = y ctg T — X 



- ^y _ 

ay— x2 a/; 



AD=y— X taDgT= 



x-x/y 

axy _ a 

■ax~y2 a/y_y/x 

gür X = OD ift y=— od, ba^ AT= a unb AD = — a ; baburdj ift bie 
2a^e ber SCf^mptote beftimmt. (@ie bilbet mit ber 9lbfciffenad^fe 
einen Z. ^^^ 135o). 

§ 42. ®^ fei v=fo bic ^olargleid^ung einer Äuroe. Snbert 
nä) e um Ao \o änbert fi(ä& aud^ AP=r um SP' = Ar unb 
CS ift nad^ bem ^^^lorfd^en ©a^e 

r+Ar = f. + ^A^+^^ 




Ar 
A^^ 



dr d^r ^^ 
d^+d^2r 



®a Sogen PS=r.A<?, fo ift 



SP' 
SP 



d<? 



+ 



1 



d^ 
d^ 



A^ 
2! 



4* 
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^ft /\d iincnblid) flein, = d<?, fo rairb bie ©cfantc PP' 
jur 3;an9ertte, uiib ift für biefe tangr = — Va Y '^'"" ^^' 
geben nd^ leidet folgenbc gormein: 



bie Tangente = r[/ l-l-r^l^j 
bie Subtang. = r^ (^ — j 



bie ®ubn.=[-^j 



33cifpiele 



a 

1. r=-2^ö' (arc^imebifd^e ©(^roube). 

dr 2;^ d^, ba^er tang r 2r;^ " -^unb tang a 6. 2)Q^er 

ift bie tang bcä 3ßin!elä, ben bie ^ngente mit bem SRabiuäDeftor 
bilbct, immer gleid^ bem ^olarroinfel 6. 

5ür B ~o fäHt bie Tangente mit bem 3flabiuäoe!tor jufammen. 

gür ^ = X fte^t bie Xongente auf bem SRabiuäoeftor fenfred^t. 



Tangente = ^^^^t^^ 
©u6tang.= ^2^0^ 

n 

2. r=^e (©pponentialsSpiroIe). 



9lormare= gtr >^l+^2 



@ubnonn.= 2^- • 



ß 1 ij 

dr = e • d^, ba§er tang (90 — r) = — • e = 1. S)a^er bitbet bie 

Tangente an bie ©jponentialfpirale mit bem Sflabiuäoeftor ftetö 

?incn Sßinfel t)on45o. 

Xangente = ri/'2 | 9lorma(c = r v^2 
@iibtang.= r [ ©abnorm.^ r. 

33ei ber ©jponentialfpirale finb alfo bie ^langenten unb 9'iormalen 
einonber gleich; ebenfo bie ©ubtangenten unb ©ubnormolen. 

§ ,43. Söenn jroei Äiirpen y = f x nnb y -= cp^ für einen 
beftimmten SBert x^ baffelbe y l^aben, fo bafe alfo für biefcn 
aBert Xo bie gunftion fxo=?xo ift, fo getjen beibe Äuroen 
burd^ benfelben $unft Pq. 3ft nint für x^ sngleid^ f'xo=?'xo/ 
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fo ^abcn bcibe Äurocn im fünfte P^ eine gemeinf^aftlid^e %an= 
gente; es finbet bann jtöifd^en ben 5lurüen eine „öerül^rung 
erften ©rabeä" ftatt. 3ft aufeerbem nod& f"xo=cp"xo, fo finbet 
eine „Serülirung jraeiten ©rabes" fiatt 2c. ^e rael^r Qufein= 
anberfolgenbe SDifferentiatquotienten einanber gleid^ finb, im fo 
inniger fd^miegon fid^ bie beiben ^uroen in ber Jiäl^e i^reö 
gemeinfamen 5ßunfteö Po aneinanber. 

§ 44. Stufgabe. (Segeben ift bie Parabel y=v'x. SBeld^e 
parabolifd^e Sinie y = ax^+bx-)-c ^at mit i{)r eine möglic^ft 
innige Serü^rung im fünfte Pq beffen 2lbfciffe Xo=4. 

Söfung. f =i/'x I (? =ax3 + bx-|-c 
f'-=27x j ^' =3ax2 + b 



1 



f"=— .,^^3 i?" = 6ax. 



3)a für Xo (=4) f=(p ift, fo ift 2==a.644-b-4+c. ferner ift 

^-=3a.l6+b 

32=6a.4. 



^ierau§ a = — yfg 



bo^cr bie gcfud^te ^uroc: 



3lninerf. 3)a bie gefud^te parabolifd^e Sinie y=ax3-f bx+c 
nur brei ju beftimmenbe ^oefficlenten enthält, fo lann für fie unb 
y = j/x nur eine 33erüf)rung jroeiten ®rabe§ geforbert werben. 
^ättt bie gefud^te paraboUfd^e Sinie bie gorm y=ax3-l~^^^"l~^^ 
-\-d f^abtn foHen, fo f^äitz für fie unb bie ^arabel y =>^x eine 
33erül)rung III. (5Jrabe§ geforbert roerben fönnen. 

§ 45. ©r!lärung. ^rümmunggfrcis ^eijgt berjenige Kreis, 
roeld^er mit einer Äuroe y = f x in einem gegebenen fünfte 
berfelben bie m5gli($ft innigfte Serü^rung ^at; Ärümmungä= 
rabiug (jeijgt ber Stabius biefc^ Kroiie^. 
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§ 46. aufgäbe SBeld^cs ift ber .Krümmungöfrciö für bic 
Äurüc y=fx im fünfte P, bcffcn Äoorbinatcn Xo u. Jq finb. 

Söfung. ©eicn a vl. ß bic Äoorbmaten beä 
9){itte(punlted bed gefu(^ten ^tümmungdlteifed, e 
ber ürümmungdtabiud, alfo 
(x-a)2-j-(y— /9)a=^2 irte ®I. bed ÄtümmungSfr. 

gür Xo ift jugleid^ 
y=fx unb y=/9+l^^>2_(x^^«)2 

Ix = 




V^2_(x_a)2 



f'x = 



ober a = Xo — -j;r (1+^/^) 

l+f,2 



]/{^2_(x_«)2]3 

5luä biefen brci 93cftimmungäglci(^ungcn ergeben fidj bie gefuc^tcn 
SQBerte a, ß, q, nämlicjj 

/>*)== — —f^y^ 

f(l+f.2) 

(Xo-a)= t; 

1+^2 

(yo-/?) = - -f— ober /?=yo 

§ 47. 2)ie Ärümmungen äroeier fid^ in P oon innen bc= 
rü^rcnben Greife üer^alten fid^ iintgefc^rt, roic bic Siobicn. 

S3eroeiä. 2Ran benfe fic^ ^unlt P ouf beiben Greifen MS Z unb z be= 
wegt, fo ba^ ^POZ = Poz. 3n Z unb z ift Pgleid^mel üon feiner ur« 
fprünglid^cn Stid^tnng abgeroid^cn. 3)o^er ift bie Krümmung be« ÄreifeS o 
fooicl mol größer alS bie beö Greife« 0, alä SBogen Pz in PZ, ober alä 
Po im SRabiuä PO entl^alten ift. 

Slnmerf. Söirb bie Krümmung eineä Äreifeä oom SlabiuS 1 alS ®in- 

l^eit gefegt, fo finb bie Krümmungen ber Äreife oom SRabiuS 2, 3, 4 r 

auSjubrütfen burd^ \, ^, \ 1/r. 

3ur 33eurteilung ber Krümmung, roeld^e eine Kuroe in einem bejitmmtsn 
fünfte ^at, bient ber Ärümmungäfreiä für biefen ^unlt; je größer ber 

*) 2)a i> (als abfolute Sinic) ftetä pofitio ift, fo muß oon bem ± 3««*«« 
ber Söurjel baöienigc genommen werben, roelc^eS q pofitio giebt, alfo baä 
+ ^t\6^tx{, wenn bie Kuroe lonfao, alfo f" negatio ift, baS — ^t\6:itn, 
menn bie Kuroe fonoej, alfo f" pofttio ift. 
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ÄrümmungSrabiuö x% je fd^toäd^ ift bic Ärümmunfl bcr Äuroc in bicfem 
fünfte, unb je Meiner bet ÄrilmmungSrabiuö ift, befto gröfeer ift bie Ärüm= 
mung bet i^uroe. 

(l+f,2)^ 

^a p = — ^ — / fo ift für f„ = ber SQßert t)on p unenblic^ 

gro6» bol^cr bie Krümmung! — 1 = 0. 2)iefer %aU tritt Bei atten 9ßenbe= 
punften ein. 

§ 48. Slufgabcn. 
1. 2)ic Ärümmung bcr ^arabel y= Kpx für einen be^ 
liebigen ^ßunft, beffen Äoorbinaten x unb y finb, ju beftimmen. 
Söfung. y = l/px 

r-iy 



y'=f'/ P 



r=-ii/ -^ 






■■¥'-1 



(4x+p)8 

3)er Ärümmungärobiuö für ben ©d^eitel bcr ^orobcl (x=o) ift bal^er 

p 
-g"- 3JHt wac^fenbem x roäc^ft p, bie Krümmung wirb olfo immer 



fd^TOöc^er, unb ifi ba^er im (Scheitel ber ?ßara6el am ftärfftcn. 

2. 
fiimmen. 



2. S)ie Ärümmung ber ©Hipfe y = — Va^ — x^ ju be- 



Söfung. y =-V 0,2^^2 
bx 



= =F^^^^ober, nac^bem bie SBerte 

y 



von y' unb y" fubftituiert unb bie nötigen 
Umformungen vorgenommen, 
_[a2(a2-^x2)+b2x2]^ 



&Vq2Z:^ 
^^_ ab _,..,„ 

a2 

gür x=o ift p=-^; 

fürx=a ) ^^ b2 

fürx=- 

ilrümmung ber ©flipfe in i^ren ^urd^« 
fc^nitten mit ber Slbfciffenad^fe größer, 
als in il^ren 3)ur(i^f(^nitten mit ber 
Drbinotenoc^fe. 



) b2 

? ift /> = T"/ ttlf fleiner, oIS für x - o. 3)cmna(§ ift bie 
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3. S)ie Ärümmimg bcr 6pf(oiDe 
a— y 



arc/cos=- ?WK2ay — y^ 



ju beftinimen. 



r 


■v>i 


r-p-1 


^^^^^^ 


0. 

\ T 


i^i 


V 




Z(L ^v 


V 


cy 


.^ \ 


.^' 


\ 


A 


9. 


. D 


\ 





M* 



Söfung. ^a x alö f(y) 

^t^th^n, fo oertoufd^e bie Äo« 

orbmatenad^fcn, bann tft 

/ a-x\ 

y = a.arc lcos = — ~ — I =p 

1^2ax — x2", ober, 
wenn nur bie erfte ^älfte AB 
ber (S^Üoibe Betrad^tct wirb, 



=aarc( cos = ~ 1 — \2 ax — x^ ; bal^er 



V2. 

/d2y\ 
"=idx2J=->"(2; 



lax— x2 
ax 

ax-x2)3 



P=~ 



-2 V 2ax. 



2)a bie Seltne PD=l/2ax, fo ift bcr ßrümmungSrablttS für jebcii 
«Punft ber ß^noibe bo|j^eIt fo groft, al^ \^xt entf^ret^enbc ©e^ne PD 
beö erjeuguttööfreifcg, ba^er 

^=PxM für jeben ^un!t ber (E^floibe leidet fonftruierbar ift. 
gür x=o ift />=o, alfo ber trümmungärabiuS ber ©gfloibe in A unenblic^. 
gür x=2a tft />=4r, atfo bie Krümmung ber Sgfroibe in B ein aJlinimum 

1 
■~ 4r" 
§ 49. 3ft y nic^t'^birett afe fx gegeben, foiiberu 

y = cp^ 

x = cL '"*^ ^^"" ^"^^ ^ ^'^ gunWon t)on x angefeljen lücrben, 

ba icbem x ein bcftimmteg y entfpridit. @§ t)anbeft fi^ barum, 
dy ju beftimmen, tüenn x fi^ um ein folc^es dx änbert, beffcn 
©röge t)on d^ abhängig ift. 

®S ift dy=cp' .d ] ,.. cp' 

gunftion oon 0. ' 
2Birb roeiter nac^ bifferentiiert, fo ift 
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'Y <p" d 6> - ^' y^ ^e 



2öivb nun linfö mit dx, rechts mit Y ^^ bioibicrt, fo crgicbt flc^ 

dy dx 

©eljenuncp'-^, Y^Jey 

d2y d2x 

dx d2y dj d2x 
d^ * "d^2--d<? * d<?2 



( 



dx\3 
d<?/ 



dx-d^y — dyd^x 
= 333 , alfo cbenfaHö eine gunftion t)on ^. 

§ 50. Ärümmungsrabten für Äurüen, loeldic burc^ 
eine ^olargleid^ung gegeben finb. 



P^ 



<e 



©ei r=f^ bie ^Polargfeid^ung einer Äurce. 
(SS ift 

y=r sin e, alfo eine f^ 
x=rcos^, alfo eine cj>^ 
•^ Qu bie gormel fiir ben Ärümntungörabius 

p^_ L^i?^ fubftitutere V = ^^ 
f„ dx 

f // _ dxjä^y — dy d^x 

dx^ 

tüorin dy = dr sin 0-\-y cos - do 

dx = dr cos ^ — r sin • do 

d^y = sin ^-dr + 2 dr cos ^^•dö' — rsin^-d^^ 

d^x = cos<?-d^r — 2 dr sin d-de — r cos^-d^^. 

'Slaä) einer etroaä umftänblid^en 3)lultip(i!ation refultiert 
(r2d^2_|_^j.2)l 



^ rM<?^+2dr2d^ — rd^rd^^ 

2)a^er ergiebt fid^ al§ Ärüminunggrabiuö für eine Äuroe, 
beren ©leid^ung in ^olarfoorbinaten gegeben ift: 
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..S-H%)1 



r2+2l 



m 






(^ 



Seifpiel. 

3ur Seftimmung ber Ärümmungärabicn bcr ©sponcntiolfpiralc r 
f)ai man 

dr ^ I (r^H-r ^)^ 

d<?~® k' 72-h2r2 — r2 

/d2r\ ff , -^ri/^2, alfo für jcbcn ^unft glcic^ ber 9iormolc. 

\dd^/"® 2)olöcr ift für bic ©jponcntialfpirolc ble »om ^olc 
nac^ bem Zentrum bcö ÄrümmungöfreifeS gezogene ®erabe ftetä gtcic^ bcm 
9flabiuSt)cflor. 



(Ebolb^nf^n un5 (Eboluhn. 



§ 51. ©rflärung. 3)ic Äurüe, roelc^e ber geomctrifd^e 
Drt ber 3J?itteIpunfte aller Äriimmungäfreife einer Äurüe y=fx 
ifi, l^eifet bie ®t)olute*) biefer Äuroe, fx f eiber bie ©üolüente. 

§ 52. aufgäbe. 5)ie ®l kr (goolute von VW ju flnben. 

Sbfung. Seien x unb y bie Äoor« 
binden cineä fünftes P ber VW, Pp=;o 
ber ju P ge^rige ÄrümmungSrabiuSf unb 
bie Äoorbinaten oon p « u. A fo ift (§ 46) 

(1) «=x -|r(l-4-t;2) 

.... /5=y-H -f,7-. 




*) 2)iefeÄurDen entbedtc vupö^enö unb roanbte fte auf bie oon i^m 
erfunbenen ^nbelu^ren an. 
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hierin finb y, f, t" gunftionen t)on x. %üv jcbcn SBcrt oon x ergeben 
ft(^ bejHmmte äßerte oon a u. /9; umgelel^rt ergiebt ftd^ für jebed beftimmte 
a ein beftimmteS x unb fomit au6) burc^ ©ubftitution in (2) ein beftimmteö ß 
als f^nftion Don a. 

Seifpiel. 2)ie ®I. für bie @Dolute ber ^orobcl y = i/^äx ju pnben. 
a 



Söfung. f = i|/^: 



(l)....a = 3x+-2 - — ' 



(2)..../9 = -4|/? 
f^=3V 3a 



x= — g — ,bal^erbur(IJ 
©ubftitution in (2) 



§ 53. öejeid^nct man «^ (1 + f,^, roelc^e^ eine gunftion 

oon X ift, mit Ux, fo tft 

(1) a = X - f u 

(2) . . . . . /9=y + u. 

®urd^ 2)iffercntiiercn ergiebt fid^ 
d«==dx — u-df — f -du 
= dx — u-f"dx — f du 
= dx — (l+f,2) dx — f du 
. = -f,2dx— f du. 
d/9 = dy + du, ba^er 

dß dy + du dy + du 1 

da ^ — f,2 dx— f du "" —f, (dy+du) "" "" f" * 

dß 

^ ift bie tang beS SBinfelä, ben bie burc^ p an bie ®t)olute 

gelegte Tangente mit AXbilbet = tang pNX, bal^er tang pNX= ^, 

Xa nun tang PT A=f , fo ift /. pNA+PTA=90o, olfo bilben 
bie Sinien Pp u. PN eine einjige ®erobe. ®ä folgt barauS ber @o^ : 
%xt auf einer ßuroe fenfrec^ten JhümmungSrabien tangieren bte 
Pointe biefer Ihtroe. 

§ 54. ©inb m u. p jmei benad^bartc ^Punlte ber ®t)olute, 
fo i[t ber 93ogen mp ber ®DoIute gleich ber 3)ifferenä ber ju- 
gel^örigen Ärümmungsrabicn ber ®i)olt)ente. 
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33en)ciö. 
®S feien a u. ß bie Äoorbinaten t)on m, Mm=^, mp=b> fo tft 
db=v'^da2-PdyP. <Subft. aug bem oorigen § da u d/9, fo roirb 
db= (dy-}-du)l/^l-l-f,2 roorauS burd^ 2)iffercntüeren noc^ einigen 
Umformungen refu liiert : 

d^=-(dy+du)V^i+f?. 

®S tft alfo db=d/>, mithin 93ogen mp jroifd^en ben Sliad^bar* 
punften m u. p gleid^ ber S^ifferenj ber jugel^örigen ^rümmungS» 
robien. 

5(nm. Segt man um vmp einen gaben, bcfefttgt i^n in p 
unb roirfelt il^n bann ah, fo Befd^reibt ?ßunlt v bie Äuroe VMP, 

§ 55. 5(ufga6en. 

b . 

1. ^ie ©Dodile ber ßdipfe y= ä^^ — ^^ ^^^ finben. 

Söfung. 2)ie ©Hipfengl. lägt fid^ auf bie 3orm„2 4~p==l bringen, 

2x , 2y , dy b2x 

ba^er -f dx +^2 ^Y = o, roorauS j^ ober f' = ^ 32^ «ni> 

d2y b4 

dx2 ^'^^^ ^" = ~ a2y3' ^"^^^ 
xy2/ , b4x2\ 

^=^-^i^+^2J 

/a4y2+b4x2\ 

'^^y-i-^2S4— jy 

TOorauS nad^ ben gel^brigen ©ubftitutionen 

(a2— b2)x3 -iVli^^" i/'a^a 

«= - a4 '^«^^^^=|/ a2=b^="|/ '02- 

(a2— b2) y3 T /" ~b^~ -, /' V4 ~ 

/5=---b^'^. ba6ery=--|/ ^_p=-l/ ^2^/9 

@S ift aber —+^2= i' baf)eri?^a2«2_|_|^b2 ß^==Vc\ 

hieraus folgt, nad^bem auf beiben Seiten fubiert roorben, 
27a2b2c^a4^2_(c4_a2«2_b2yS2)3, due ^uroe 6. Drbnung. 
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3ufa^. gür a=o, olfo für bcn ?ßunft, wo bic ©oolutc ber 

a2 — b2 
©ttipfc bie Drbinotenoc^fe fc^ncibct, ift /9= — ^ ~- 

gür /5^=o, olfo für bcit ^unlt, loo bic ©oolutc bie 2lbfciffena(^fe 
b2 
* fc^ncibct, ifk a = — -. 

2. 3)ic eoolutc ber ßtjflotbc 

x=a-arc(cos= jj^" ]""^2ay— y^ ju finben. 
üöfung. 3)urci^ 3)iffercntiieren nac^ y crgiebt fid^ 

dy ^ 1 /2a ' 

grober f'=J/ — r— 1. geriter ift 

d2y • a 

^2 0ber f" = - y,. 

2)urci^ ©ubftituierung biefer Sßerte von f unb f" in bie (Soolutcns 
gleid^ungcn § 52 folgt: 

«=x-^ (l+f,2) 

l-ff,2 

a =x + 2V^2 ay— y2 = a • arc ( cos = -^ j+V^2ay— y2 
y9 = — y, fomit bic ©Icid^ung ber (Sootutc ber ©tifloibc: 

a = aarcl cos = ^^~^'A-\-V—2siß—ß^, 

^ic ^t>olutt ber ^^Uoibe ift alfo eine biefer fongruente ^^floibe. 

3)dmit a reell wirb, mu6 /^ negatio genommen roerben. 
3ür /5 = — 2a folgt a = a • arc (cos = -- 1) 

= a^r, Qlfo gleich bcm Umfange beS (Srjcugungäs 
freifcä ber gegebenen (Sr)!roibe. 
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§ 56. ©rüärung. S)ic ^ntcgralred^nung leiert ju einem 
geflebenen Differentiale bie urf^^rünglid^e gunftion (bas 3nte^ 
gral) ftnben. y*dcp=cp. 

§ 57. SluÄ § 8 ergeben fid^ unmittelbar folgenbe 3nte« 
gtationgformeln: 



7. / . o dx = — cotg X 



„ dx = tangf X 

COS^ X ^ 



dx=arc(sin=x) 



x'^dx^^Vr 
2. /e^dx=e^ 

3;/4-d^=lgx 

4. A^ dx=-^ 
^ Iga 

5. y*sinxdx= — cosx 

6. y*cosxdx=sinx 

Slnm. S)te gormel 1) gilt bann nid^t, xoenn n= — 1 ; in biefem 
gaU tft Formel 3) ansun)enben. 

§ 58. 2)a jmei gunftionen, bie jid^ nur burd^ bo« fon- 
ftante ®lieb unterfc^ciben, baffelbe Differential l^aben, fo lann 



= — arc(cos=x) 
r 1 



= — arc (cotg =x). 



N 
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man jcbem Sntcgralc eine beliebige =t Slonftante ^injufüflen, 
j. 33. /x^dx=ix*4-c. 

gebet !onftonte gaftor unter bem Sntegralieid^en fann ftetä 
üor baffelbe QtW werben, }. 33. 

/ax^ dx==a /x3 dx=^ x*+c. 

§ 59. Übungsaufgaben. 

3. f-^ dx = AI" - dy=lg y=lg (x-a). 

./ (x— a)" — n+1 

= 4-arc(tang=^). 

8. /e« dx =/ e y -^ dy= -e« 

9. /e-"dx = — — e-" 

10. /cos ax dx =/cos y — dy = — sin ax. 
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älnm. 1. 3ft, nie in biefem iBetfpiele, ber ^^\vt etutS ju 
integtierenben Snti^cS baS Silferential be8 9tennctr8, (abgefe^en 
»on einem lonftanten goftor), fo ift 6aä Sntegtol ftet« glei(^ 
bem lg beä 9iennecä. 

13. /(1-x*)' x3dx=/yi . — ^dy= — ^4(l-x*)8. 
14. /(l-x3)-''x2dx=/y-«-idy=i.i (1-x»)-^ 

15yv|5L2=/(l-x^)-*-xdx=/y-i— idy 

= — (1— X2)i 

ainm. 2. 3ft, roie in ben Seifp. 13-15, bev eine ^aftor 
eines jn intcerierenben $robuItetS eine ^otenj, bet anbete 

(abgefe^en oon einem fonftanlen goltot) bo8 Differential ber 
»afiS biefetr $oten], fo ift bog Sntegral gleich bet um 1 
^ö^eren ^otenj. 

/xdx 
V^-^-f^"^-- ^')'^ X dx = - (a2-x2)+. 

17y'^le:x-^dx = -^-(lKx)l 

18. /(ax+b)^dx=^^(nxH-b)B. 

19. /(x^+a-)-*xdx=(x«+a2}*. 

20. /(ax^+bx+c)* (2ax+b) dx = -L (ax^+bx-f c)^ 

21. /(ax2+bx+c)5 (2ax+b)dx = |(ax-+bx+c)I. 
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§ 60. XtxlrvcxH Integration. (2inb f unb cp jtoet 

gunftionen von x, fo ifi y^ f d'-p = f cp — y cp df, b. f), 

baS integral eines $robu!teS ^mtitx gfalturett, Dott benen ber 
jmeite dcp integrierbar ift^ ift gleich beut erften galtor mal 
bem integral f beS jmeiten gkiltorS, netminbert um ha» 
integral beS ^robuüeS an^ btefcm cp nnb bem ^iffereuHal 
M erften Saftoi^ 

33en)eiS. 2)a d (f cp) = cpdf +fdcp, fo ift 
V fcp =/cp df-|-/fdcp, basier 

/fdcp = fcp — /cp df. 

Öeifpiele. 

1. y X . e^ dx =x • e^ — /^'^ dx 

= x-e^— e^ = (x— l)e^ 

2. y*cosx-xdx==y^xcosxdx 

= x sin X— y^sin x dx = x sin x+cos x. 
3^. y x^cos x dx=x'^ sin x — y sin x • 2x dx 

=x2 sin x-]-2x cos x— y cos x d 2x 
=x^ sin x-[- 2x cos x — 2 sin x. 

4. y* lg X • dx = X lg X —J* X dx 

== X lg X — X. 

5. yxlgxdx=yigx.xdx=|xMgx— y|x2^ dx 

==^x^lgx— ^-^x^ 
=^xMgx— ^x2. 

/l j 1 

— lgxdx=yigx. ^ dx=lgx.lgx-/lgx^dx 

r l 
ober 2 / — lg X dx=(lg x)^, ba^er 

^^ X 

£)eter, »epet. b. ^iff. u. ^ntegr.sjttecfinung. 3. ?rufl. ö 

Digitized by VjOOQIC 



66 



7. /x° lg X dx = /ig X JL^ dx 



n+1 ^ e/ n+1 



x°+i 1 ^ 
— dx 
x 



8. y^arc(tang=x) dx=x • arc(tang=xj— /^x • ^ dx 

alfo nad^ § 59, 12 
=x • arc (tang=x) — 1/2 lg (l+x^) 

9. J arc (sin = x) dx = x • arc (sin =x)— /V7 T===dx 

=x- arc (sin=x)— y X (1— x2)-Mx 
alfo na^ § 59, 14 3lnm. 
=x • arc (sin=x) + (1— x2)^- 

10. yarc (cos=x) dx=x-arc (cos=x) — Vl—x^ 

=x (x^+a2)-n— /"x — n (x2+a2) -n-i-2x dx 



X / > x ^ 

^ 1 o„/^x2+a'-a^ 



(x^+a^)" "^ ''V (x2+ay+' '^^ 
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S)a hieraus/ ^^,^, = (^^+(2n-l)/^^,-_^^yx 

jo ift bag gcfud^tc Sutcgral 

_ X . 2d -3 n dx 

~ (2E^2) a2(xH-a'p^ "^ (2n-2)a2 ./ (x^^ a^j^-i ' 
bas gefud^te integral ift fotnit auf ein anbereg üon bcrfetbcn 
gorm jurüdgcfül^rt, in tucld^em ber SEponcnt n um 1 niebriger 
ift. S)a nun n eine ganje göi^l ift, fo fommt man burc^ n)ieber= 
l^otte 2lnn)enbung ber gefunbcnen 9lebuftionsformcI enblid^ auf 

/'--T-— 2 dx, iDcfd^eä nadi § 59, 6 gleid) arc f tang — j- 

t2. /(^.:^ dx 

-^ ^_ ■ ^^-^ A__J dx 

(2n— 2) a^ (x^— a-)"-i^ (2n-2) a^ ./ {x2 — -e?)^-^^ ' 

ÜKittetft n)ieber()o(ter SlniDenbung biefer 3tebu!tionäformeI 

lommt man enblid) auf /'-.^ ^dx, n^eld^cä, mt im § 61, 4 
^ X — a 

bemiefen merben n)irb, = ^-log- — ,— ift. 

2a x+a 

§ 61. Integration rational gebrod^ener gunf- 

tionen, bie fid^ in ^^artialßrüd^c jerlegen laffcn, beren 

3äl^ler gunftionen I (Stabes ober tonftant, beren 5Renner gunf- 

tionen I. ober II. ©rabeä, ober ^otenjen baoon finb. 

n 5x— 2 , /- 2 ' , 3 , 

J X-+X-20 ^^ =y X- 4 ^^+ X + 5 ^^ 

= 2]g(x-4) + 31g(x + 5) 

I !> 7 r.7^ dx = / dx p^ dx 

t/ X2+X — 20 t/x— 4 x + 5 

_ , X — 4 . /x — 4\3 
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X 



3. f-^^ dx = / -4- dx+-^ dx 



+ x ' a — X 

"- r , 

2a t/ a + x ' a — x 



2äe/ a-^-x"*"] 



~2a^ä'^- 

_ 1 1 

4. /-,-! . dx= r~^- dx +- ^^ dx 
^ x2_a- ^ x4-a ^x — a 



x-|- H X— a 

}_ r *^^ _L "^^ 
:ia «/ x + a ' X— a 



= L 1 r ^ — ^ 
~"2a "x+a 



5 A3^-2>^+21(jx- /- 4dx dx 

= -4(x-3)-i+lg(x+3). 
g /^ 3x8-27x2+85x-6lK n 4 ^ , 3 ^ 
^- e/ ^ fx-3)M"x+3T '^^=./ (x-37'^^+^+3**^ 

= 4/(x-3)-3 dx + 3/^ dx 

= -2(x-3)-2+3Ig(x+3). 
„ /-x'+öx^— 13X-75 Ci ^^^ 3x+5 x^ 

= ix-+4x+'| lg (X— 4)+«^ lg (x+5). 
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§ 62. ^Integration bet roidtitigften ivtationaten 
l5un!ttonen. 

3- fv^^^ ^''- '^^^^ ^^-R = y - X, fo ift 

x2+a2 = y2-2xy+x2 
ydj=(y — x)dy 

== — , ba^et baä gefud^te Sntegral 

y — ^ y 

4. /"-^.^^^^^.dx. SefeeVV— "^ = y_x, fo ift 
e/ l/x^— ax 

— ax = y^— xy, rooraus 
_r^ = 9 ._! / ^^^^^ ^^^ gefud^te ^ntegrat 
=/yTl|/: = lg (X - a/2 l/i^ax) 

fo ift bx + c = y^ — 2xy/a, 

bdx=2ydy— 2yi/a • dx— 2xl/a • dy 

dx _ dy ba^cr bas gefud^tc 

y— ^xv'a~'yi/a+^ integral 

=/7l^+.^ = ^J-lg(ax+b/2+v^a./ax^+bx+c) 
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6. ry—^'=^ dx. ee^c — ax2+ bx+ c 
t/ V— ax^+bx4-c 



ober 



_(ax2-bx)+cober -(x/a-yV^ + 



= — y24-m^ fo bafe xi/Ja 



2i/a 



= y. 



fo ift dx]/a = dy, alfo dx= -7— dy, batjer bas geiiid^tc integral 

\/ a 



dy 



1 / ^ _y^ ^ ^ r-=^^= 

/^a e/ Km2— y2 m/a e/ V^ 1— ©^ 



j/a 



1 / . y \ 1 

= ~- . arc sin =-^— 1 = -;^arc 
1/a \ m / Ka 

1 / . 2ax — b \ 

= -7-arc sin = , ^ =r= I 

l/a \ /b2+4ac/ 



xi/a — 



sm 



2v^a 



l/s+< 



ainmetfg. 3ft in ben Seifpielen 5 u. 6 a = o, jo ift na(^ Säeifp. 2. 

/l 2 

7.y ^^_j-_ dx=-V"l^:?- (8ie^e § 59, 16.) 



= _xKl_x^+y^ 



1-x^ 



dx 



dx 



= ^xi^l_x.+/^^==,_/^^==dx, bo^et 



dx 



2 /jTlizir dx= -x/i-x^+/p^=. 

X '- 1 

ba^cr bQS 9cfud^te3nte9ra( = — — Vi— x^+— - arc (sin =x). 
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alfo dx=ady, fo ift bas gcfud^tc integral 

= arc (sin == x/a ). 

10 r r~~ dx-- r .-^ - ^. @e|}e-^y,tttfodx=ady, 

fo ift b. gefud^te Sntegrat 

=a2y^7=-^dy ober (nad^ «fp. 8). 

=a'[-i-l^l^y'+|-arc (sin=y)] 
= — |-/a^— x2+|- arc (sin =* x/a). 

§ 62. Sntegcotion bct roid^tigften logaritl^mifdlen, @j= 
ponenttat= unb trigonomettifd^en gunftionen. 

1. / lg X • dx (f. § 60,4) = X lg x-x. 

2. /x Ig X • dx (f. § 60,5) = ~ Igx- -^. 

3. /xMgx.dx(f.§60,7)=^^Aigx_J5!_^. 

4./ 4- lg x- dx (f. 60,6) =4- (lg x)^ 
5. / x-e'^dx (f. 60,l)=(x— l)e^ . 
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6. y X2 e^ dx=x2 e^ —Je" • 2x dx 
=x*2e^— 2/x e^dx 
=x2e^ — 2 (x— 1) e'^ = fx^— 2x4-2) e'^ . 

/l 1 
--dx. ©efee e^ = v, alfo dx=dy, fo refulticrt -- 
e ^ e 

8. y*sin X cos x dx = sin x sin x — y*sin x cos x dx, halber 

= -I sin^x. 

9. / ^ — -dx= C sinxdx= / dy 

t/ cos X J cos X J ^ " 

= — ]§■ y= — lg cos X. 

10. C ~. — dx= f— — cos X dx = /^ — dx 
e/ sm X t/ sm X ^ y 

= lg y = lg sin X. 

l^-/sin^^^=yir.^^ X dx. Se|e-|-=y, 
e/ Mii A ^ 2sin^Cüs-2- 

dx = 2dy, 

fo ift /" ^^ - dx= A — ^ dy 

t/ sinx ^ siny cosy 

= ]g tang 2 . 

2. /* dx= /%— 7- ^dx, bal)er (nad) 11) 

e/ cos X e/ sin(^— x) ' ^ V ^ / 

= — lgtang(f— f) 

= lgtang(f+|). 

n 1 1 

13. / . dx=lg tang x, benn d (lg tg x) = — . — '^— 

t/ sm x cos X sin X cos X 
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3n)eiter öeraebo: 

-; dx= / — -, dx 

sm X cos X t/ sm X cos x 

i^ sin X , i^ cos x ober nad; 
=e/ xos"x'^''+e/ sin x^^' 9. u. 10. 

= — lg cos x-f-lg sin X 
= lg tang X. 

H A P . :^ P 1 + C0S2X , , I . . o 

14. /cos^x dx = / ^--— dx = |x + ^sin 2x. 

15. y C0S3X dx = \f (3 cos x+ (*os 3x) dx= f sin x-j-^'^sin 3x 

§ 64. 2^QbcHe ber mid^tigfteu 3i»tcgralformcln. 



1. /x« dx=— T-rx"'*-^ 

2. /(ax+b)2^^ (ax+b)3. 

3. /(ax2+bx+c)^ (2ax+b) dx = ^- , ^ (ax2+bx+cf +^- 



5- /7--Tndx=-^ (x-a)-°+l 
^ (x-a)'" — n+l ^ ^ 

7.y^2ir^dx=l/a arc(tang==x/a 

^ /^ 1 ^ 1 ^ X — a 
^•e/x2^=P^^=2a^^M=^ 

^Vä^+i^^"""^'* arc(tang = ax) 
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/• 1 2 

1/ ax-j-b a ' 

12. A=L=dx^ arc(sin=x) 

*^ 1/1— x2 =— arc(co8=x). 

^^- /i75^|Bx^dx=^lg(ax+b/,+ v^a.V^ä^^^ 
17 /"— 1_ ^ 1 / . 2ax— b \ 

^^- /|7xq^^^=^^H^^ 

^* yVät^^^==-^/2 /^2Z:x2 + ^ arc (sin =x/a) 

21. /lg'xdx = xlgx— X 

lgx.xndx=^ Igx— -^ 

n+1^ (n+l)2 

23.yigx.^dx=^(lgx)2 

24. /e^dx=e^. 

25. ye*^dx = ^e*^ 

26. ye-*^dx=-|e-*^ 

27. ye^-xdx=e^(x-l) 

28. ye''.x2dx=e'' (^x2— 2x;+2). 



^ 
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29. 



/^l 1 

30. ,y*8'n X dx= — cos x. 

31. y^cos X dx= sin x. 

32. y*taNg X dx= — lg cos x. 

33. y*cotg X dx= lg sin x. 

34. y^cos^x dx= 4 X -|- i sin 2x. 

35. y^cos^xdx=f 8inx-J-TVsin3x. 

36. / cos ax dx ^ — sin ax. 
87/7in-^dx=lgtangx/, 

41. ycos X • xdx = X sin x+ cos x. 

42. /cos X • x2(ix= x%in X + 2x cos X — 2 sin X. 

43. ysin X cos x dx = J sin^ x. 
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§ 65. y = f X fei bie ©leid^ung einer ^iirt)e, bereu 
93ogen s = PoP gemeffcu werben fod. Säfet man bie 3l6fciffe 
beä 5ßunftes P, nätnlid) AQ=x, nm QS = dx rüaä)]en, unb 
baburd^ ben jn meffenben Sogen PoP = s nm PR = ds, fo ift, 
ba ein nnenblid^ f(eine§ Sogenelement mit feiner Seltne jn= 
fammenfäHt, 

ds = l/'dx2+df 

ober s=Fx+c. 3)a nun für x=Xo ber Sogen s==o fein 
fod, fo muJ3 bie ^onjiante fo befcä^affen fein, bofe o = Fxo+c, 
alfo c = — Fxo / ba^er s = Px — Fxo , ober mit anberer Sejeid^nung 



-/j^^+G^r-- 



3)iefes integral f)Qt einen beftimmten SBert, fobalb bie 

©rettjcn Xq unb x befiimmte 2Berte l^aben unb fjeifet bann 

ein beftimmtes integral, 5. S. 

X 1 2 

/xMx = |x3 /xMx = -1 /x^dx = |. 

000 

2lnmer!. gür «Polarfoorbtnatcn ift ds^=dT^+r^de^, ba^er 



.=/l/-+(J;^ 
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§ 66. aufgaben. 

1. 2)en Äreiä y^+x^^^^ i^^ reftificieren. 

Söfung. s=y 1/ l+(a|) dx, alfo, ba 2y dy+2x dx = o 

d>^_ X 

dx ■" ~ y ' 

*^ I 3( X" 

Xo 

= 1 a • arc (sin = a/x) 

Soll bcr 33ogcn in bcm fünfte, beffen 2lbfciffc ift, m\)t^tx\, fo ift 
s = a-arc(sin= a/x). 

2. ®ic ^arabel y2=ax }ii reftificieren. 

dy a /dy\2 a 
Söfung. 2ydy==adx, äj = 2y' idxj =4x' ^«^^^ 

X 

= y j/ 1+^ dx. ©cijc]/ i+^=t, fo ift x=p:^'y 

Xo 



= / t dx = tx — y x dt 

Xo 

a yr, 1 

= tx— ^ / :p~;::73;<it ober (nad^ § 64, 8) 



a t— 1 
= tx-y Ig^-^, 



eic^enj "[^ 



*) 2)aö 3^i^^" I I bebeutet, ba6 in bem bajroifc^en entJ^oUencn 

2lu§bru(fe für x einmal x unb bann Xo ju fe^en, unb bcr erhaltene jroeite 
2(u§bru(f 00m erften abjujic^en ift. 



Digitized by 



Google 



78 



©oU ber Sogen im ©d^eitel ber ^arabcl anl^eben, fo ift 

.-|/".T;|.+i,,(i:i^+?KL-). 

2lnmerf. ©inb ntd^t Xo unb x, fonbern bic ©rcnjorbinatcn yo unb y 

dy a 2 

be§ ju bcrcd^nenbcn ^arabelbogenä gegeben, fo ift, ^^ h^^öv"' ^^^"^T y ^y* 



yo 

= ^ f [/4y2 + a2 .dy. ©efee l/4y2+a2=ty, alfo 
a «f 

a2 
y'=iä-ir4/ fo ift 

1 / t a2 > 1 \ 

^^Uy-" 2~e/ läzrrdtj ober, nac^ §64, 8 

1 / t „ a2 1 t — 2\ 

=¥i2"y 2 'T^^F+äj' ^^^^^' "^^"" y 

njieber eingeführt wirb 
J a V* "^ ^ ^ ^ 4 »v 4y2+a2-2y/ ly» 
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@ott bcr Sogen im ©c^itel ansehen, roo yo=o, fo ift 

2 2 

3. ^ie®IIipje^+^ = l jii tcftificieren. 

xdx vdy dy b^x 

Söfung. ^a -^2-+-^^ = o, fo ift g^ = - ^, ba^cr 

X 

= ^ 1/ 1+^4^,2 d^/. o^ß^/ nad^bem a^yS in x auSgebrürft, 



8 

xo 

X 






__ # ■/ «.-— X-..— »x ^^ S)iefeS Sntcgral ift cin^ tranä^ 



fcenbente gun!tion. 



X2 y2 

2lnmer!. 58ei ber §t)perbcl "^ — p = l ift 






o o dX 

Xo a2— x2 



lx = a6 — asinB 
4. Die 6t)Moibe y^g^ — acosOM" ^^^^^^^*^^^"- 

Söfung. d82 = dx2 + dy 2 = 2a2 (1 — cos 0) dff^ 



:4a2sin2^d6'2 




ds=2a8in -^-dO 



/e 

8iii^d<?. @c^^ = c|;, alfo d6'=2dcl>, fo ift 

/e 
sin ^ d^= 2/8in 4* d^ 





= ( 

e 

- 2 cos (j^, bo^er 



A ^ I 

8 := — 4a cos -f +c. 
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©Ott 93ogen s com Slnfangöpunfte A anheben, roo e=^o, fo mufe 
= — 4:a + c, alfo c = 4a fein, bal|er 

8 = 4a (1 — cos ^\2) =^ 8a sinS ^/^ . 

gür ^=27r crgieBt fid^ alö ßäuöc ber gatt^ctt e^fJotbc 8a. 
2)ic e^fbtbe ift alfo eine, ber wenigen Äuroen, bic fic^ gana genau xtlix-- 
ficiercn laffcn. 

5. m ©Dolutc y = f }/ ^^^^^ 0- § 51) ^er 5ßa. 
rabcl Y^ = aX 511 reftificieren. 

o'xt o 16 / a\3 , dy 8 / a\2 

d92=dx2-f dy2. 

^ ^^ K3a 

1 "" 
^^V'3a /" (^^+^)' ^^- ®^^^ 4x+a=y, dx=- 1/4 dy. ' 

1 

(4x+a)» 



6. ®te ar^imebifdjc ©pirale i-= g^e ju reftificieren. 
Söfun«. 9Jtt(| § 65 Slnm. ift ^ =lf V^ t^+(~Y <iff. 



Sa nun j^ = 2^-, fo ift 
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-l/ / r2+^.- d^=/ l/-ä ^^+ £ 



'-iß'^' 



=i^{h'-^ fw'-T^') 



§ 67. y = fx fei bic ®l. einer Äuröe; bie 2lbfciffen 
AQo = Xo, AQ=x, bie Drbinaten PoQo=yo, PQ=y. 2)ann 
ift bie ^läd^e z = Qo Po PQ offenbar bur^ Xo, yo, x, y be^- 
ftimmt, alfo eine gunftion oon x. Sißäc^ft AQ um QS = dx 
unb baburd^ bie gläd^e z um dz, fo läjst fii^ dz als ein 3itd^U 
ecf t)on bcr Safis dx unb ber $ö^e y anfe^en, ba^er 
dz = fx dx 
z=/fxdx=Fx + c. 

2)a nun für x=Xo ber gläd^enin^alt z gleid^ 9f?utt fein 
foH, fo mufe bie Äonftante fo befd^affen fein, bafe o=«=Fxo4-c, 

X 

ba^er c = — Fx«, ba^er z =y*fx dx. 

2lnmcr!. gür ?PoIar!oorbmatcn ift, wenn ^ um do, r um dr, bie 

r+dr r2 r r2 

gläd^c z um dz toäclft, dz= '^ .rd^=-^d^+ 2drd^= .^ dö», bu^cr 

z=^/r2d6'. 

§ 68. Stufgaben. 
1. 2)ie ^luroe y = x''^ ju quabrieren. 

X 

Sbfung. z/'x2dx=r|j;3x3^, 

Xo 

JDeter, «epct. b. a)lff. u. Sntcgr. SÄedjnung, 3. Slufl. 6 
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©od bie gläd^c oon A anheben, voo Xo = o, fo ift z=i x^ 
Sott bicgläd^e an^ben oon PoQo/ bereit 2lbfciffe Xo=li ift, 

fo ift z=.lx3-9/«. 

2. "Die ^satabel y^=ax ju quabriercn. 

Söfung. z=/a/2 x'^^ 

©oll bie gläd^e com ©d^eitcl anl^eben (x=^ o) fo ift c=o, alfo z=|xy. 
©Ott bie gläd^e oon Po Qo» beren 2lbfciffe gleid^ 3 ift, anl^eben, fo ift 

c= — 2v 3a. 

3. 2)ie eilipfc y=^l^a^— X- äu qiiabricreu. 

Söfung 1. ©oU biegiä(|e oon A (roo Xo = o ift) anheben, fo ift 

ph /»b(a2-x2) ^ 

z = / ~ ~ V a2 - x2 dx= / V ^^ dx 
t/ a «/ aV a2-x2 

o 

/» 1 b /^ x2 

= ab / 7?^^=^ ^ dx == „ / - . „ -— - dx, 

t/ V^a2-x2 ae/ V a2— x2 

ba^er nad^ § 64, 13 unb 20, 

__r . fexi /" ~x2" ab "l^ 

-J ab arc (8in=a/x)4-- y 1- ^_ ^ arc(8in=:x/a) j^ 

güv x=o oerfc^roinbet biefer 3lu0brucf, bal^er 

bx .—- - , ab 
z=-^-> a2 — x-'4-^ arc(8in = x/a). 

b p 

Söfung 2. 3« z== a / ^ ^"'~ ^^ ^^ ^^^ x=a sin cp 

dx^a cos cp dcp, fo ift 

b /», 

z= „ / 1^' a2cos2c^.a cos cö dcc. 
at/ 

=ab/cos2cp dcp, alfo nad^ § 64, 34 

ab 

= ^ (cp + i sin 2(p) -|- c. 
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©oB ba§ Siitegtal »on x=o (reo bann out^ <?=o) onfpnflen, 

pb 
fo ift c=o, ba^er z=-2~(<?-l-J8ln2tp). aSirb f)ierin <p reieber in x 

2x 

ouägebtü(ft,nämIic^?=arc(sin=x/a), sin 2o=—f^'a.^-x^, 

bx A ab , . , ^ 

fo roivb z=2^Va2— x2 +"2 arc (sin ="/»). 

ainiuer!. gut x^a ift z, bet »ievte Seit bet (SCipfe, gleich i abs, 
bo^et bie ganje edipfenfiäi^e = abw. 

4. ®te ö^perbel y= ~V^x^^' ju qitabrieren. 

Sbfung. z = ^yv''i2ir^dx. eei^e x^-a?=tH^ fo ift 

;-/t.xdx=-^(ix-/4x3dt) 

=f^(xV-xW-4l.y^.)+c 
5^um ift t^ — /x2^"ä^ 



b 
z = 



1-t x-Vx2-a2 

bx .^ s ab, x-fVx2 — a2 , 

_- V x2 — a2— -Triff "T^- 

— 2a 2 ^ a 

6oa bie §9perbclfläc^e im ©c^citel B (loo x==a) anheben, fo ift 

c:=o, bälget 

^^ 2a ^ "^ 2*^^ a 

6*- 
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5. ®ie buxä) bie 3l[^mptotengl. xy=a^ gegebene ^^perbel 
ju quabrieren. 

Söfung. z=a2/ —dx 

= a2 1gx4-c. 
©Ott bie §9perbcipc^6 oon BD (roo x = a) anl^eben, fo ift, ba 
o=a21ga+c, alfo c = — a2 1ga fein mu6, 
z=a21gx— a^lga ober 

3ft auf ber Slbfciffenafgmptote AE = a/2, alfo bie jugcJ^örigc Drbinate 



EP=2a, fo ift bie Stäche PEDB = a2y— dx=a2 (lg a-lg a/2) 

a/2 
= a2 1g2. 

n r-N- rr «f «^ x=a6 — asin6] ,. 

6. ®ie ©plloibe __ q M" quabrieren. 

y — ft a cos vj j 

Söfung. 3ft y = fx, fo ift z=/fxdx, alfo dz=fxdx unb 

dz 

dx=y- 

3)ie gläc^e z fann alö gunftion oon angefe^en werben, beider 
dz / dz \ dx dx 

d^= Ux j d~e' ^"" ^f^ d^ = ^ (1 - ^0« ^) 

== ay (1 — cos 0) = a2 (1— cos ß)^ 
dz = a2(l — cos<?)2.d^ 
z==a2/(l— cos<?)2.d^=a2/(l— 2 cos6'+cos2<?) dO 
= a2/(| — 2 cos 0+i cos 20) dd 
=a2 {ld—2 sin /?+ J sin 2^)+c. 

@ott bie giftete oon A anheben, fo ift ^=0, ba^er jur 33eftimmung 
ber Äonftante o=a2-o-f-c, ba^er c=o unb 
z=a2 {ld—2 sin d-\-\ sin 20). 

Söirb l^ierin = 2tz gefegt, fo ergiebt fid^ bie gan$e ßgfloibenPci^e, 
nämlid^ 3r27r. ®g ift bal^er bie ^Qflolbenfläfi^e breimal fo grog, ttiie 
bie gfläri^e bed @rseugung@freifeg. 
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7. S)ic ©piralc r=aO ju quabrieren. 
Söfung. giac^ § 67 2lnm. ift z = V2 fr^^O^H^^f^^ef^^e, 

a3 
§ebt bie gläd^e oon ^=cp an, fo ift z=-g- (6'3— cpS). 

a2 1 

§ebt bic Släc^e oon. <?=o an, f o ift z= -g- <?3 ober = -g- r2^. 

8. ®tc ard^tmebtfd^c ©piralc r — "g^O ju quabrieren. 

2;r 
Söfunö 1. z^^Wfx^^e. 9lun ift d/?=— dr, 

ba^ct z=^y*r2dr ober 

eott bie giäc^e mit r=o anl^eben, fo ift 

c=o, alfo 2=^^^ . ^öl^er 

a^TT 
pit r = a/4 (SBiertclumbtel^unö) z= j^2- 

a2;r 

für r=a/2 (^albe Umbre^ung) 25=^. 

2? TZ 

für r=a (ganje Umbrel^ung) z="^- 

28a27r 
Slnmcr!. gür <?=47r (jrocite obaifie Umbrc^ung, ift z^-^-, bal^er 

bie ©pirc II (gläc^e jroifc^cn I unb II SBinbung) =2a27r. 

33a2;r 
gut <?=67r (britte oöUige Umbrel^ung) ift z=— 3— , bal^er 

bie epire III aroifc^cn II unb III SBinbung =4a27r. gerner 

bie ©pire IV aroifc^cn III unb IV Sömbung =6a27r ic 2)icfeg (^efeft ^at 

fd^on 2lr(^imebeS gefunbcn. 
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9. ©ie Äurt)c J = w^^i^^ quobricren. 

SöfuuQ. gür x=o ift y uncnblid^; für y = o ift x unenblid^. 

^ie Drbinalenad^fe unb bie pofitioeScite bcr Slbfciffcnad^fe finb 
Slf^mptolen. gür pofitioe Drbinaten ift, menn bie gläd^ 
in A anl^ebt, 

X 

o 
=8v/^x — Sv^^o. 

=8 v^x, alfo ein enblid^er Söert, obgleich fi(^ bie glöd^e 
an ber Drbinotenac^fe inö Unenblic^e crftredCt. 

10. 2)ie ©Eponentialltnie y = e'' ju quabriercn. 
Söfung. @oIl bie gläd^e t»on A anl^eben, fo ift 

z=/e^dx=e^ — eo. 

gür X = - c^ ift ballet z = — IQ' *)• 
©od bie glä(^e t)on — co anl^eben, fo ift 



j=/ e^dx=e^ 



gür x=o ift ballet z = -\-i\^'. 
Slnmerl. gür bie ©Eponentiallinie y =^y ift, wenn z in A onl^ebt. 



/> 1 11 



z 

e 





= --- + 1. a. 93. für x=(X) ift z = + lQ 



*) 2)o|; biefeS SRefuItat negatit) ift, fommt bal^er, bof; in ber 
Summationöformel /e^ dx alle ©lieber wegen beö negotiüen goftorS dx 
negattt) finb. 
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11. 2)ie Äuroe x'+y'=l i^ quabrieren. 

Söfung. y = (l-x^)^ 

gut x=o ift y-itl I ^.. >+l .^^ . . .. 
I für x^_ -|^ tft y tmagtnai*. 

für y = o ift x = ±l >+ 1 .,, . . .. 

f^i^ y <-_ 1 ^f* ^ imagmar. 

§ebt bie gläd^e bei A an, fo ift ber 3n]^olt beö Duabrantcn: 
z=/(l— x?»)^ dx. ©c^e X3 = sin^, 



i alfo für X--0 ^=0 

TT 

für x=l ^=2 

i/3X-Jdx=cos /y-d^' 

dx=3sm2/?co8^-d^ 



5 = / ^ cos^ <y43 8in2 ^ cos 0- 



= ^r"^s\n^0coa^ff-d0 



-- Sf ^ (cos ^^ — C08 6<?) d<? 



d<y 



cos ^ß = Vs (3+4 cos 2^+co3 4^) 
cosß^^V32 (10+15 COS 2<?+6 cos4<?+cos6^) 
z =- 3 y ■? [3/y 4- 1/2 cos 2^+1/8 cos 4.0 — (5/i6 + ^^/32 COS 2^+3/^^ cos A0 

+ i/a2COs6^)] d^. 

?Wan braud^t l^icr nur bie fonftanten ®lieber | — A= iV ^^"t d^ ju 
raultiplicicren unb ju integrieren, bo bie Sntegrale aHer anbcren (SJIieber 

sin 20, sin 4^, sin 66^ • • • für ^^ ^ unb für 0=0 öerfc^roinbcn, ba^er 
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e/ 16 16 



16 2 16 

u 

3 
= 82"- 

12. 2)ie parabolifd^e Äuroc y = x^ — 6x^ 4-8x ober 

y = x(x--2)(x-4) 

ju quabriercn. 

Söfung. 2He 5lun)e fd^ncibet bie Slbfctffcnacl^fe für 
x=o, 2, 4. 2)te Drbinaten ftnb pofttb für x jroifdjcn O 
unb 2, ncgatit) für x jroifd^cn 2 unb 4. 

3ur S3ctecl^nun(i ber gläc^e üon x=o MS x=4 
l^at mau: 

z=-y^ (x8— 6x24-8x) dx=:| -j x4— 2x8+4x2 1^ 

=:}. 256— 2.64+4.16 

= 0. 

^icfcö ift offenbar ein falfd^eS S^lefultat. 
§ätte man aber ben Sauf ber Äurüe berüdfid^tigt unb erft ben ober* 
l^alb ber xsac^fe liegenben JJeil, unb bann ben unter l^alb Uegenben berechnet, 
fo l^ätte fi(§ ergeben 

z=f (x3-6x2+8x)dx+y (x8-6x2+8x)dx. 

2 

= 1 ^x4- 2x8+4x2 P+ I ^x4-2x3+4x2 I 

1 „ ( 4..44-2.43-h4.42 ) 

=^.24^2.234-4.22 +j ij.24^2.28-4.22 \ 

= 4+(~4).*) 
^er mirflic^e gläc^eninlialt t)on x = o bis x=4 ift bal^er SQ'. 




*) ^aS 3cic^ß'i ~ fomnit bal^er, baf; in ber ©ummationSformcI 
y dx alle ©lieber wegen beö negatioen gaftorS y negattt) ftnb. 



N 
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13. ®ie (Schlinge beö |«t;tefif#en »latteö 
y»— 3axy + x'=o ober 

- Satange „Stieren. 

' (l + tang»e)cose »" ^ 

Sbfung. 9Ja(5 § 67 änm. tft 

9a V? tang2(?^ 



9a2 r t2 ^^ ^ ^ l+t3=v 
z=-,yv 2dv 



14. 2)ie Äatbioibe r=4aco82| j^j quabricren. 

2 TT 

gj^jjj^g j^^^^fcoB^dj^ de. 2)rüdt mon cos^^/gburdi 



j_[_ 1/2 cos 2 ^/a + J cos 4 ^/a ouS, fo tft 

2" 

z =8a2 Aj d<?+i cos /?.d^+i cos 2<?.d<?) 



-1/9=2 
t^+isin^-TV8iii2^ 1^^, 



:27r 

:0 



Digitized by 



Google 



90 



I^oinplanafton unö l^ußatur t$v JitboMion^Mvptv. 

§ 69- 3ft y = fx bte ©tetd^ung einer Äuroe, roetd^e um 
bie aid^fe AX rotiert, fo ift biird^ ben Sogen ?„? (beffen 
enbpunftabfciffcn AQ^=Xo u. AQ=x ftnb) befc^riebene gtäcl)e 

P = 2'^/'':^]/l+(^)'-dx unb boä «ßotumen 
beä burdö bie %iä(S)e QoPqPQ beschriebenen 9iototion«!örperg 

V=T/(f,)2dx. 

xo 

»eroetä. Sä roac^fe AQ «m Q8 = dx, unb bobutc^ PQ um dy; bann ift 
bie ©e^ne PR = K dx2+ dy2 =1/ ^-'-(^)^ '^x, ba^er bie butc^ PR 
6ef(^riebene c^tinbrifc^e giäc^e dP = 2yff. 1/ l+Z^y V .dx, ba^et 

gernev ift bec burd^ QPRS befc^riebene Sflotatioif^rörper 
dV = y2 TT. dx, bal^er 

X 

Xo 
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§ 70. aufgaben. 

1. aBie groß ift bie gläd^e, tücldjc ber um bie 2l^fe AX 
roticrcnbc Äreiöbogen PqP be[d^rei6t? 

Söfung. y2+x2=r2, ba^cr 2y dy +2x dx=:o, ^1==- f ; 

X 

F=27ry |/(?2-x2) (l + x^/y2)'. dx 

X 

=2;ryV^q::^2.dx 

Xo 

X 

= 2vTt I dx = 2r;r(x— Xo) 

Xo 

3ufa^. gür Xo = o unb x=--r ergiebt ftc^ bie [)albe ÄugeIobec= 

2. SBic groß ift bie ^läd^e, Tueldje ber um AX roticrcnbc 
^Parabelbogcn AP (beffen @I. y = Kax) be[d)rei6t? 

X 

=-27:^1/2^ 4ax+a2.dx 



X 

= t: V a/ 1^4xH-adx 







(4x-|-a)^ 



: ^[(4x+a)l . V a~a2] 
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3. 3Bte groß ift bie glöd^e, roelt^e ber Sogen bc8 um bie 
grofee 2ld^fe AX roticrenben ®0[ipfenquobtanten befd^wibt? 

(y= IVb^^^). 

afun. F = 2./4l/(a=-x^7[l^(l)>| ,^_^ 

o I dx a2y 



a 

= ^f^ a4-(a2-b2yx2 dx. ee^c a^ - b2 ::= c2. 

o 

a 

2bc7r /^-| / a* a2 



a 

2bc7r n r 

= -a2^ y /(J2_x2dx, alfo nadj § 68, 3 



2 bc TT r"x ,A-s ^ r?2 . ""i* 

oiboBcrfläc^e ~ 22 \^^ |/ c2 2c2 ^ ' 7 



b 
(Sttipfoi 



a2b7r 
= b27rH- — - — arc (sin = c/a). 

2 a2b7r 
3ufafe. ^ic gan5e®tIipfoibp4e=2b2;r-h — - — arc (sin == c/a). 

2lnm. 1. '2)aö burd^ 2)rel^un(^ bcr (SHipfc um btc ffeinc tlc^fe 

2 ab27r a-hc 
entftcl^enbe®Uipfoib l^ot bieDbctfläc^e 2a27r-|- — - — lg —^, 

2lnm. 2. gür b=a crgiebt fic^ auS beibcn gormein als Äugel« 
oberfCädJe 4:a27r. 

4. ®a8 ^ßoraboloib ju bcred^nen, tüeld^eö burc^ SJrel^ung 
bcg ^arabelbogcng AP (y^ = ax) um W ad^[e AX entfielt. 
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X 







Slnmer!. 2)a auö bct ^orabclgl. folgt ax2==y2x, fo ift 

V=x/2y27r, ba^ct baS ^atoöolotb Jott fo grog, toleber d^linber, beffen 
Jgj^^e X, beffen 9iabiud y tft. 

5. S)ag ©ßipfoib ju bered^nen, Tueld^eg hnxä) SJrel^ung bcr 
falben ©Hipfcl — ^+^==l)um i^rc grofee 2ld^fc entfielt. 

+a 

.i5Öfung. V=7r/(f^)2dx 

— a 

+a 

,2b2--,b2 x2 

dx 



^^ r a2b2-^b 2x2 
-a ä2 

b27r +a 

— a 



^ a2x-ix3 1^ =fab2;r. 



^nmer!. ^aS burd^ ^re^ung ber ()a(ben ©Uipfe um bie !leine 
Sld^fe cntftcl^cnbc ©ttipfoib ift = f a2b7r. 

6. ®en burd^ ©rel^ung bcr ©pHoibe um il^re 3ld^fe euU 
ftcl^enben 5Rotationöförper ju berechnen. 
Söf ung. 3)a x = a (^ — sin ä) 

y=a(l— cos^), fo ift 

X 

Y=7cJ^yMx, moxiri dx = a (d^^—cosö'-d^y), 



2" 

= a87ry(l— cos/?)3. ©c^e (1~C08^)3=Ah-B cos(? 
« H-Ccos2/9-|-Dco8 3/?. 

2)urc^ fucccffiüe Slnnal^me oon ä=o, f , f , ;r ergeben fidj für A, 
ß, C, D oier SeftimmungSgleic^ungen unb auS biefen für A, B, C, D bie 
aBerte i— y,i — i bal^er 

V= a^Tt/' \ — y cos^-h I cos 2<?— i cos 3^) dß. 

"l 2 ■ 



^TT (f^— V sin<?+3 8in2^— ^siuS^) I 



= 6a8;r2. 
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Preijepnter Jtßfd^nift. 

Sfnf^grafion htv ©iflf^rgnfialghitlSwnggn. 

§ 71. (SrHärungcu. ©ine ©leid^ung, in roeld^er üeränber^ 
Iid)c ©röfecu mit il)ren Differentialen üorfommen, Ijeifet ®iffe= 
rentialgteid^ung. ©ieieuige ©leid^ung, aug löeld^er bie 
Sifferentialgteidöung abgeleitet werben fann, fieifet bic juge^örige 
^[ntegralgleid^iing. Sediere mu§ fo be[d^affen fein, baß bie 
aug i^r gezogenen Sffierte ber abl)ängigen SSeränberlid^en unb 
i()rer S)ifferenlta(e nad^ ©ubftitution in bie ©ifferentialgleid^ung 
biefer genügen, j. 33. 

(1) 2ydy = adx ift eine ©ifferentialgl. 

(2 ) y- = ax ift bic juge^örige integral- 

gleid^ung. ^ieraua ift y=Vax nnb dy=^y^r^dx; 

Ä V X 

biefe Sßcrte geben, in (1) fubftituiert, 2/ax- dx = adx. 

Zr X 

S)ie SJifferentialgleic^nngen l^eifeen erfter, jroeiter, britter 
Drbnung, wenn barin bie Differentiale T, II, JII Drbnnng ber 
abl}ängig 33eränberlid^en (dy, d^y, d^ . . .) oorfommen; fie 
fjei§en erften, jroeiten, britten . . . ©rabeö, voznn dy in 
erfter, jroeiter, britter ^otenj in ilinen üorfommt. SBir betrad^ten 
l^ier nnr bie 

iDifferenfialghitßungan I. i&rfinung unfi I. (ßra5^ö- 

§ 72. gür bie Integration ber S)ifferentia(glei^nngen, 
bie in ben meifteii gdHcii fe^r fd^roierig ift, finb nnr wenige 
allgemeine yJZet^oben befannt. 
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A. S)ic unmittelbare Integration ift möglid^, wenn 
bic ©ifferentialgleid^ung burd^ ^Differentiation einer gunftion 
Fx,y = o entftanben ift. 

S)a nämlid^ br.rd^ Differentiation öon Px,y=o fid^ ergiebt 

(i") ^^+ (dx) ^^=" ""^ d^F.,y==d^F,,.. 

f würbe bie gegebene Differentiatgfeid^ung P dy+Q dx= o, njorin 
P unb Q gunftionen üon x unb y, alö burd^ unmittelbare 
Differentiation einer Fx,y entftanben fid^ anfe()en taffen, „ein 
üollfornmenes Differential" fein, mnn 

w" = -^ ift. ^n biefem galle integriere man P dy nad^ 

y, wobei baö in P enthaltene x üorläufig als fonftant anju« 

fef)en ift. Da nun in ber au abbierenben Äonftanten nod^ eine 

cpx ftedfen fann, fo ift biefe nod^ ju bem er()altenen integrale 

ju abbieren. Der 3Bert biefer <px ergiebt fid;, inbem man ba§ 

erhaltene ^ntegrat mieber bifferentiiert unb bag Slefultat mit ber 

gegebenen Differentialgleid^ung cergleid^t. 

33cifpiclc. 
1. (3y2 - 2x^2) dy _f_ (Bx2 _ 4xy) dx o. 

2)a bag 2)ifferential von 3y2— 2x2 na(^ x gleich ift bcm 2)iffcs 
rential von 3x2 — 4xy ,^jjj^ y^ ^q ^^^ ^ig gegebene ©leic^ung ein 
t)ott!ommne§ 2)ifferential, bälget bie Snt^Ö^^oIöleic^uttö: 

/(3y2— 2x2jd(p=o 

y3_2x2y4-ü>x-hc -0. Söirb roieber bifferentiiert, fo ift 

3y2dy — 2x2 dy — 4x3^ dx + cpxn- c o. 



(3y2_2x2)dy+ (^^-^xy^ 



dx^o. 



d(D 
2)ur(§ SSergIei(^ung mit ber gegebenen ®I. ergiebt ftc^ ^^ 3x2 

cp^/3x2dx = x^ baE)er 
y3_2x2y-hx3H-c--o bie gefuc^te Integralgleichung. 
2. (2ay-^bxH-e)dyH-(2gxH-by-|-li)dx=o. 

2)0 baä 2)ifferential von 2ay+bx-i-e nac^ x gleich ift b«;m von 
2gx-i-by+h noc§ y, fo ift bie geg. ©leic^ung ein üoUfommeneä 3)tfferential^ 
ba^er bie bojuge^örige Sntegrolgleic^ung : /(2ay-i-bx~|-e) dy--^ o, 
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ay2-]-bxy4-ey+cpx+c=o. SBirb roicbcr biffercntücrt, fo ift 

(2ay+bx+e) dy+(by-+d?/dx) dx=o. 

d<p 
2)ucc^ SJcrgleic^ung, mit ber geg. ®I. crgiebt fid^ ^=2gx-fh,ba^er 

cp=/(2gx+h)dx=gx2H-h, bal^er bie gefachte 3«tegtoIgl.: 
ax2-f bxy + ey+gx2-|-hx-|-c=o. . i 

1 y 

2)0 baS 3)iffcrential oon ^ "<^^ ^ Ql^^*^ ^f^ ^^"^ ^^^ ^nac^ y, 
fo ift bic 33ebingung ber Sntegrabilität erfüllt, ^o^cr 

/ i/xdy=^/xy4-^x+c=o. aBirb roicber bifferenttiert, fo ift 

i/xdy — y.x~^dxH-d(p=o. 

" i/x dy— (y/x2 — dcp/dx) = o. 

^urc^ SSergleic^ung mit ber geg. &l ccgiebt fic^ dcp=o, ballet cp fouftant, 

bal^er Vx y+c^o bie gefachte Sntcgralgleic^ung. 

4. xdy—y dx --- 0. §ier ift baä Differential oon x nac^ x nic^t 

gleich bem oon — y nac^ y, bol^er ift bie Sebingung ber Sntegrabilität 

nic^t erfüttt, alfo x dy — y dx nic^t baö 2)ifferentioI einer F^ ^ 2lber bie 

1 ' '" ■ 

l^ierouä burc^ aHultiplüotion mit — — «ntftel^enbe ®lei(^ung 

•^y 

11 1 

V dy — ~dx=^o ift integrobel, bo baä Differential oon- nac^ x gleich 

y ^ y 



ift bem üon — — nac^ y, nömlic^ beibe = o. 2llö bie ber ©leic^ung 



1 1 

dy— ^ dx---o entfprec^enbe 3ntegralgleic^ung ergiebt fi(^ 



lg y - lg X + c ^ 0, roorauö 

y 
lg ~ --- lg k ober y = kx. 

2lnm. Diejenige f ^ y womit eine bie 33ebingung ber Sntegrabilität 

nic^t erfüllenbe Differenlialgl. muItipUciert werben mufe, um integrabel ju 

werben, Reifet „ber integriereube gaftor". gür ©l. 4) j. 93.——. 

y 

Die Sluffinbung eineä folc^en integrierenben ga!torä ift im allgemeinen 
fel^r fc^roierig. 



X 
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B. S^tegration mittelft Separation ber 3?cr-- 
äubcrlic^en. 

1. xdy — y dx = o. 

t , 1 , 

dj ux==o 

y X 

lg y — lg X = c (ober bequemer = lg a) 
y — ax = 0. 

2. X dy + y dx = 

-dyH dx= 

lg" y + lg X = c = lg a, baljer yx = a. 
C 35ie Integration mittelft ©ubftitution einer 
britten S^eränberüd^en ift bann ftets möglid^, wenn bie geg. 
®ifferentia(g(eid^ung ()omogen ift, b. 1^. wenn in aßen ©liebem 
bie ©umme ber ©jponenten ber 33er änber liefen biefelbe ift. 

1. xy dy -h (x2 -f- y2) dx o. Se^c y^tx, fo ift 

dy :- X dt -f- t dx, ballet 

(x2 -f- 2 t2x2) dx -f- x3 1^ dt -^ 

(lH-2t2) dx-htx . dt o 

dx t-dt 

— -H I , 21^ =^ o, ballet burd^ Integration 

Igx-h}lg(l-h2t2)^lgc ober 
lg x-h J lg (x2 H- 2y2) — 1 lg X = lg c 

lgx-hUg(x2-h2y2)_-21gc 
xV^x2T^y2==c2 
x4+ 2x2y2^c^ 
x2y2 4- Jx^^ a-*. 

2. (y — x) dy-h (y-i-x) dx--o. ©e^e y tx^ dy -xdt-j-tdx. 

(tx — X) (xdt4-tdx)-H(tx-f-x) dx o. 

t-1 dx 

p^:^dt-i--^ 0, ba^er burd^ Sntcgratton 

h lg (t2 -i- 1) — arc (tg t) -+- lg X - lg a unb burc^ Sßiebcr-- 

einfül^rung t)on x: 
lg (x2+y2)^ _ arc (ig -^) - lg a. 



(x2+y2)^ 

Iff ~= arc 

° a 



(- -H 



^ctcr, 9iepet. b. 2)iff u. ^iitegr. S^ecönuug, 3. Slufl. 
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1/a V x2-fy2^ e*'"'' ^^""^ = ^-'^^ 
3. y dy + 2x d x = dx >^2x2 + y2. Sc^e y = tx, dy = x dt+t dx. 
tx dt+ (t2 + 2) dx = dx yW+2 
|t2-}-2- V^t2+2) dx + txdtr.0 
(Ix t dt ^ _ ^ Setje t2 +2 = u2 

X +t2+2 — /t2+2 tdtrrUdU. 

dx da 

— + ^ _| = o, ba^er lg x h- lg (u— 1) = c 

lg [x (u— 1)] =z c, ba^r auc^ 
x(u— l)r=c unb burc^ Söiebcreinfü^nmg t)on y: 
Vx2T"2x2^c+x 

y2-f-x2 = 2cx+c2. 

2)ic gntcgration mittelft ©iibflitutioit gelingt auc^ bann 

jutüeilen, wenn bie ^iffercntialgleid^ung nid^t ^omogcn ift. 

3e^t mau 5. 93. in bec nic^t j^oinoßencn Differentialgleichung 

(y — x) dy— adxrzO y — x=t unb dy — dx = dt, fo ift 

t-dt 
t(dt-(-dx) — adx = o, roorauö dx = — ^ — ^, baber 



t/ t — a e/ t— a 



dt 



- — tlg(t~a)-h/lg(t— a)dt, alfo nad^ § 64, 21 
X =- — t lg (t— a) -h (t— a) lg (t— a) -- t -f a + c ober 
X — a lg (t— a) + c 
- — a lg (y— X— a) + c. 

§ 73. Übungsaufgaben. 

1. SOiejenige Äuroe ju finben, bei welcher bie Sub- 

taugente ftetg gleid^ ber 3lbfciffe ift. 

dx 
Söfung. ®§ foU y-^=zx ober ydx— xdyrrO fein. Durc^ 

lgx-lgy = c = lga. 
lg y^^s ax. 
y^ax, b.^.eine gerabeSinie. 

2. Sei roeld^er Äurüe ift bie ©ubtangente ftets gleid^ ber 
boppeften 2lbfciffe? 

S5fung. y2 = ax. 



/ dx dy \ 
Reparation ergiebt ftd^ I au§ — — „ = o I 
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3. 33ct roetd^er Kurüe ift ba§ Duabrat bcr ©ubtanacnte 

=2x? 

(1x2 

Söfung. y2 v -3 =r 2x ober y dx = dy V2x. 

dx dy 

rn^= -' hieraus burc§ unmittelbare Sntegralion ' 
V -^x y 

^^/x-^dx = lgy 

lge>'2x + igc:.lgy 
y = c.e^^^ 

4. 93ei it)eld)er Äurue tft bie ©ubtangentc ftetä --y — x? 

dx 

tx.dx=(tx— x) (xdt+tdx) 
(2tx--t2) dx = x(t— l)dt. 



dx_(t-l)_dt_/M N \ 



.1 1 

^ 1 



dt 



— ilgt-Ug(t— 2)H-c 

y y~2x 

21gx--lg^-lS%" + c 

Igx2 + lg^^^^^c = lga2 

lgy(y-2x) = lga2 

y2— 2xy = a2. 

5. Sei tDcId)er Suröe ift bie Tangente big jur abfciffeu-- 
aä)\t ftctö üou fonftauter Sänge a? 

Sbfung. y|/l+(fJ' = aobery2+y2^.a2 



^ -jya2-y2. ee6el^a2-y2^ty, arfoy^^/|^^ 
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X /t.dy--yt~/ydt 

ty - a lg (t + Vt2-i-l) + c ober 
X ^ Ka^ - y^ - a Ig f ^+1 f' ^' ) + «• 
3lnm. gür c- o roirb baäju x o gehörige y glei(^ a, unb eä entfielet 
X /a2^2_aig//^-y^i- y^V btc®l.bcr,,XraItorie". 

6. 33ei welcher Äuroe ift bic Tangente ftets glcid^ ber 
oom Slnfang^punftc mä) bem Scrü^rungspunfte gcjogenen 
Sinic ? 

Söfung. y 1/ 1+ / ^^ V'^ V x^ +y2 ober y dx ^ - =b x dy. 
dx 



>-äy- 


Lx. 


Igy — Igx Iga 


}dy+^dx c. 



y = ax y ^ a x. 

7. 33ei rocld^cr Äurüc ift bctö 2ot üom 3lnfang^putifte 
auf bie Stangente ftets gleid^ ber Slbfciffe beä 33erü^rnngs= 
punftes? 

/ dx W X \ xVdx2 + dy" . 
Sbfung. (y-^-x)(=^.^-| jf -^ ober 

(y dx— X dy)2 - x2dx2 + x2dy2 ober 
(y2-x2) dx — 2xydy-^o. ^iefc Sifferenttalgl. ift 
l^omogen, ballet integrierbar. @§ refultiert y=Vax — x-. 

8. 33ei roeld^pr üon A anliebenben Äutüe ift bie gldc^e 
jroifd^en Slbfciffe, Sogen itnb Drbinate = | xy? 

Söfung. /ydx^ Jxy, bal^er burc^ 2)ifferentiieren 



y dx = fly dx 4- i X dy ober 
2xdy — y dx ^ o 
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2 dv dx 



2 lg y— lg X -lg a 

y-=^ax. 
9. Sei raeld^cr Surüe ift bas Quabrat jebes üon A au^ 
^cbenben Sogcnä = ax? 

Ööfung. s2 ^ ax ober ^ ]/ l+( ^^ )" dx ^= V^ax. 



2)urc^ 2)iftcrentiicrcn:l/ ^+("dx') ""^1/ x^ 



dx-^+dy2 ^^dx2 



dy = dx \/'^'~^^' Se^e ""^^ t^ alfo 



^" 4(t2 + l). 
dy t dx 



y y'tdx -tx— /xdt 

/^ 1 

tx-a/4^/^2ip 



'' dt 



tx — a/4 arc (tang=rt)4-c. 



y= iVax— Ix'^- ^ arc(^cos |/ ^) + ^- 
Xa für x=o au(^ y=o fein mufe, fo ift 

o - larc (tg y ^)+c, barere f-funb 
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y i» ax-lx^ + 2(.^ -arc[cos=|/ ^^]) 

y i^ ax^lx^ + ^ arc( sin 1/ ~ \ ober 

y 4V^ax-lx5 + j(cos ]/^^^)- 
^ie gefuc^te Äuroe ift ba^cr eine ßt)!Ioibe. 

10. 'J)ie Srajeftoric 511 fiuben, raeld^e aße 
burd^ A gcljenbeu ©eraben unter bem= 
felbeu SJBinfcUfd^neibet. („^rajeftorie") 
Reifet biejeuige Sinie, roeldie ein ©pftem 
üon Sinicit nad^ einem beftimmten ©efefee 
fd^neibet.) 
Söfung. ®ö fei y mx bie ®l aller burc^ A gel^enben ®craben, 
fo baf; m für jebe biefer ©eraben einen anberen Söert l^at. 3ft P ein 
^un!t ber Xrajeftorie, AQ = x, PQ^ y, ber . _, bcn bie Xangente an bie 
XrajeÜorie mit ber 2l6fciffenarf)fe bilbet, '^^, ber /_ PAX <y, fo ift 
c -- 6 — (^, basier 

tg 'h — tgff dy 

tange= i^tg'^tg"^' "^«^^"^ ^^'^= dx' 




tgO= ^ ; bat)er 



tang£ = 



^; bie 2)ifferentialg(. ber gefuc^ten XrajeUorie. 
tx, dy = x dt-j-t dx. 



X dy — y dx 
xdx + ydy 

2)a fie homogen ift, fo fe^e y 

tg ^.dx+tg £.t (x dt + t dx) = x dt 
tg£.dx-i-t2tgc-dx4-ttgc-xdt = xdt 

dx (t-tgc — l)dt 
^-^'"x + t^>-i 1 =^ 
tg^.lgx-l-itg3.1g(t2+l) — arc(tg = t)=o 
tg c . lg x+ tg £ . lg V (t2+ 1) - arc (tg = t) = o 
tg c lg V^^+y2 = arc (tg -= y/x). 

^urc^ ©infüEirung ber ^oIar!oorbinaten r= V x^-j-y'- tg^ = 

alfo arc ( tg-= ^- j = 0. entfte^t 
tg£.lgr=6' 



]gr^s- = ff^ basier r^^^ = e' 



0. 
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3ufa^. ©Ott bic ^Xrajertoric ba§ burc^ A gel^cnbe Sinienf^ftem unter 
einem 2Bin!el von 45ö fci^nciben, fo ift lg l^x"^-|-y'- = arc(tg = y x) unb 
r = e^- (^ie ©jponentialfpirale.) 
©Ott bie ^rajeftorie baffelüe Sinienf^ftem rec^trainüig fd^neiben, fo ift 
ba tg£ = :c, r^=e^- @ö muf; beä^alb auf bie ^Differentialgleichung ber 
Xrajeftorie jurücf gegangen roerben: 
_xdy — ydx 
^~xdx+ydy 
xdx-t-ydy = o, bafter x2-j-y2 = c. (2)er Äreiä.) 

11. 3)ie Xxajdtoxk jii finbeu, welche fämtlic^c ^^'avabeln 

y^=^mx unter bemfelOcn SBiufel 3 fd)ncibet. 

tg6 — tsc^» dy 

Süfung. tangs-;^^:^,^;:^' tüorin tg'i. = j-^ 

tg^=^(=eubt. b. ^.) 

2xdy-py dx 
taug c = :^^ ^^ , '^, . bxe 2)ifferentialgl. ber gef. Xrajeftorie. 

3ufa^. 80U ba^ burdb A ge[)enbe ''liarabelfpftem üon ber ^rajeftorie 
rerf)tir)inflig gefrf)mtten loerben, fo ift 2x dx-f-y dy = o, ba^er bie ®l. 
ber Srajeftorie j--}-2x-=.c, 

12. 5Die S^rajeftorie jii finbeu, raetc^e alle "iparabelu 
y^ = mx fo fc^neibet, baß bie glä(^e äroiic^eu bem SßaxabtU 
bogen unb ben Stoorbiuaten beö ®urdjfdE)nittä fonftant == a*^ ift. 

Söfung. f^xy^a-, ba^er bie Xrajeftorie J^^i^f ci"c §i)perbel. 

13. Sie Xrajeftorie ju finben, weld^e alle über berfelbeu 
älbfciffenad;fc fonftruiertcn foncentrifd^en ä^nli(^en ©Hipfen, bei 
benen alfo ^ja = b,/a^ =. b,,/^^^ . . . ift, red^tiointüg f(^neibet. 

x2 y2 

Söfung. 2)ie ©Ieid)ungen beö geg. (Süipfenfi)ftemä feien 2+ ^ 2 "^^ 

unb fämtlid}e ^//a, fonftant =^ k. 

tg 'b^tgO dv 

^- -^ == 1 -r tg Ftg ^ ' "'''^" *^' • ^ di ' 

tg^ = -k2 ^ 
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xdy ^^^ 
'"""■yds 

lsy"'*° = 'gcx ober 

3ufat. Sie ^^rojeltorie, welche alle foncentrifc^n Greife rcc^troinfUg 
fc^neibct, ift y = cx, alfo eine ®erabe burc^ A. 

14. , ^ _^|N 3^if^^*^ ^^^^ i^^ ^^^^ ßnbpunfteit 
üou AB = 2a errid^tcteu ^erpcnbitcln 
eine f old^e Ruxvt y = fx äu finben, 
bafe jebe au bicfe gejogcne Xaiigentc, 

}. S. MN, groei ©tüde AM iinb BN üon bcu ^erpenbifeln 

abfd^neibet, bcren ^ßrobuft fonftant (=b^) ift. 

dv 
Söfung. 3ie^e GPH zt AB, \o ift tg NPH = tg MPG = ^~ uub 

dy 

BN=y + (2a — X) |j^. (^o fott alfo 

W (y-^dx)(y+2a£)==^MeitK 

dv 
©e^ y — X j|x=^' 'ö^f* 

dy dy2 

v2-f2a-j^v = b2. %mevea\(^, 




r^ dx j=^'+ dx2 



dv dy 1 / dy2 dy 

,2) y=x^^;^ -a^,^ +y b2+a2^^,. 3e|e ^ =p; bann 

roirb burc^ 2)ifferenttieren 
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a'-^p dp 
dy = pdx+xdp~adp+^^^-j^-^p. 



dy 
2Birb dp gleirf) o gefegt, fo wirb p ober^ !onftant, =c, alfo ift bie 



dp Qleirf) o gefegt, fo wirb p o 
gcfu(^tc jturt)c eine gerabe Sinie. gür fie ge^t ®l. (2) ü6er in 

3) y = cx — ca+V^b-+a2c2. ^afe biefe gerobe Sinie ber 

gorberung genügt, ift i^tar, benn für jeben i^rer fünfte (x, y) fällt bie 
^ngente an fie mit i^r felbft jufammen, unb ift 
AM=— ac+Vb-^ + a2c2 
BN= ac+V P4:^^2 
alfo AM.BN==b2. 

a2p 
Söirb aber x — a+^^y- j-^— ^ glcic^ o gefegt, fo roirb mit inifc oon 2) 

^) y=Va ^ 2ax — x2, eine ®ßipfe, n)elrf)e ebenfaÜS bcn 2)iffes 

rentiaiglei(^ungen 1) unb 2) genügt. 

9lnm. 2)ie ®lei(^ung 3), meiere bie beliebige Äonftante c enthält, 
Reifet ba§ „aUgcmetne ober üollfommene Sntegral ber ®I. 1). 2lu§ 
i^m ge^en für befonberc 2Berte, roelcfie c gegeben werben, fpecielle ober 
befonbere Sntegrale ^eroor, welche fämtlirf) biefelbc 2lrt Sinien au§- 
brürfen. ^ie (SJIei(IE)ung 4), welche ebenfalls ber 2)ifferentialgl. 1) genügt, 
unb roeld^e nxä)i burc^ Sntegration, fonbem burcti 2)ifferentiation gefunben 
roorben ift, ()ei^t eine „befonbere 3(uftöfung" ber &l 1). Sagrange 
jeigte, bafe bie befonbercn 2luflöfungen einer 2)ifferentialg(ei(^ung, roeld^e 
man früher für unjuläffig ^ielt, au§ bem atigemeinen Sntegrale abgeleitet 
werben fönnen. 
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Snto^nöung hzv Sfnfcgralrecßnuno auf 6i^ B^Pimmung 



§ 74. ^UMafe. Sa^ ftatifdE)c aJtoment beö ©anjen 
ift QUxä) ber ©umnie ber ftatif(^cn aJlomente bcr Xeilc. (S)aä 
©anjc mal bem 2lbftanbe feines ©d^tuerpiinftes oon ber 3lbfciffen= 
ober Drbinateuad^fe ift Qkiä) ber ©umme ber ^robufte aus beu 
teilen unb ben Slbftanbeu il)rer Sdjroerpunfte.) 

A. jgti^toerpimRf Hon Xini^n. 

§ 75. ®er Sdjtücrpunft einer ©eraben ift it)r ^aU 
bierungäpunft. 

§ 76. 35ie Äoorbinaten ^ unb r^ bei^ Si^roerpunfteö einer 
Quä ben Teilen a, b, c befte[;enbcn gebrochenen Sinie finben 
nä) am ben ®[eicl)nngen 

(a+b + c)^ = a$i + b^.> + c^B 
«V (a-f-b-Lc) y ^ = ar^i -j- br,2 +cr,3, nämU(^ 

-ii^ ^ a+'b+c 

-^^ ar^i -f br^2 + cr.a 

* a+b + c 
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§ 77. gür bic parallelen Sinien a uub b, bereu ^albierungö^ 

^ ^ punfte biird) bie auf a uub b feufred^te Siuie e 

üerbuubeu fiub, ift, wenn a ate 3lbfciffeuad^fe 
Qugefe^eu rairb, 

(a+b-fe) ■/i = e-e/2+be 
r. = e(e^+b) 
a+b+e 
§ 78. ^er S^ttieriJunft etiieä kliebiflen Soflene s ber 
Äurue x = fx finbet ]\6) aug s-^^/xds 



33eifpielc. 




1. Seim Äreiöbogeu liegt S iu ber 
fpmmetrifdjeu 3ld^)e BA. 

9(uö s.)j=-/yds folgt/ ba y = rcos9 
ds = r do 
s = 2 a r, 

avr^ =r r- / cos '-p d'f 



-«/, 



2r 



£^ierauö ergiebt fid) )j : r = ©e^nc : SBogcu. 
g'ür beu ^albfreiö ift ba^er r,= "_ . 

2. gür beu iu A au^ebeubeu ^arabetbogeu s ift 

s$=/x ds, baljer, lüeü y2=2ax, y dy = adx, 

as2= dx24-dy2, ds = dxl/ 1+ ^^^ , 

s|^=/xl/ l+iLdx. Gbenfo cröieDt fid^ 
S)2==/V a- I 2ax dx. 

3. gür beu 33ogeu s ber SJierteleüipfe ift 

f» X dx — 
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4. gür im ift A an^cbeuben ßpHoibenbojen ift, ba 

X = af — a ein <p unb 
(is = 2a sin cp/2 d(p, 
sc=2a2/('x- — sin-f) sin 'f/2 d-f 
= 2a2 / ^ sin cp/o dcp — 8ar J sin^ f^/g cos cp/g dcp/o 
= — 4a2cp cos 'f /2 — 8a2 ( J sin 3'f /o — sin ce/g-j- c. 
S)a füi- (p = o auc^ s=o, fo ift c=o. 
2)a ferner s=2/a sin c//2d/2 
= 4a/ sin cp/2 dcp/2 

= — 4ay* cos cp/2 

ü 
=4a(l— cos cp/2), fo ift 

a ( — ^ cos c&./o-(-2 sin cs/q — ^ sin^ ct/g) 

^= * ' 1-: cosip/T " ^ «^'^ 

für ben Sogen ber f^ixxKitXK (Spfloibe (für roek^en cp=2;r) 4^=a;r. 
Serner ift, ba y = a — acoscp unb ds=2asin(p/2 dcp, 

siy = 4a2/ (1 — cos cp) sin cp/2 dcp/2 
= — 4a2 / 2 sin2 cp/g • sin cp '2 dcp/2 
=— 8a'V(l— cos2cp/2) d cos cp/2 
= — 8a2 (cos ^/2— i cos3 cp/2) -j- c. 

^a für cp^o aud) 8 = 0, fo ift c= \^ 2?. 
S)a ferner s = 4a (1— cos cp/2) fo ift 
2a (cos c&/o — .[ cos^ es/.,) + s^ 

=5=- ^t^^^/, ' ' - «'io 

für ben Sogen ber ganjen ©güoibe (für welchen cp=2;r) 'j = 3a. 

§ 79. ®cr ©d^merpunft eines Dreiedä ift ber ©urd^^ 
fc^nitt ber üon \^zxi ©cfeix nad^ ben ©egenfeitenmitUn gejogenen 
Xrangüerfalen. 

§ 80. ®er ©d^werpunft eines ^sarailelogramms ift 
ber 2)iagonalenburd^fd^nitt. 

§ 81. ®er ©^rocrpunft eine§ regelm. ^ßolpgons ift 
bcffen Sentrum. 



Digitized by 



Google 



109 



§ 


82 


. ©« 


l 




\f. ;'/ 


fC 


§ 83. ©( 


l 


iC^A 


e 






61 . iir\ 



©c^iüerpunft cineä S^rapejcä. 

Xeilt man bie giäcfie F be§ Xrapejeä buvc^ eine 
einer ©eite parallele in ein Parallelogramm F, unb 
2)reiecf F„ fo ift 

F^=F/h/2 + F„ h/3, ba^er 
_lWa-f-2b) 
'"'""S (a + b) 

©d^iücrpunft eincö T. 

Fr^ = F,r,,4-F„,y„ + F,,,^,„ ba^er 
'^~ a4-b + e 

§ 84. S(j&n)crpunft eincg Ereiöfectors. 

2)entt man ben llreiefeftor in unenbUd^ üeine 
©eftoren jerlegt, fo fann man biefe al§ ^reiecfe an» 
fe^en, beren ©c^ioerpunfte einen 33ogen DE bilben^ 
welcher bem SBogcn BC be§ gegebenen ©cftorS parallel 
ift. 2)a^er ijit ber ©cfiroerpunÜ be§ gegebenen ©eftorö 
ibentifc^ mit bem ©c^roerpunfte beS 93ogen8 DE. ^fJac^ 
§ 78, 1 ift oj : AD = ©e^ne DE : g3ogen DE. 
ij : 2 r = ^r sin a/o : |r« 
4 r sin a/o 

3uia^. gür «=7r ergiebt fic^ für ben <Sc^tt)cr|>unft 

4r 
bcr ^albfrei^fläfi^e ij= g^ . 

Sd^roerpunft eineö Rreiäringftüd«. 

SBejeic^nen rji u. lyo ^^^ ©c^roerpunflSorbinaten ber 

eeftoren ABC u. AFG, fo ift 

ABCoj,-=SRing. ^ + AFGoy., 
3tmg. ^, = ABCoy,— AFGr;,, 
(1-2 — />2) «)j = r2ar/, — yo2 aij„. 

4 r sin a\^ 
9iacl^ bem oorigen § ift >y, = hV " 
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4 p sin a/2 



4 (r3 — //*^) sin «/o 



3« 



, ba^er 



-/- 8(r-2-./-^)« • 

§ 86. Sd^iDerpunft eincö Ärcisfegmcntö. 

'Sejcic^ncn P F, F„ bie 6cgmcntflä(i^, bie ©cltots 

^^^t, bie 2)retec!öfiä(^c, fo ift 

F^ = F,r,,-F,iy, 

r2/z.4rsin«/o r^ ^ 
r-(a — isin a) rj= g^ ' — ^sm a-2/^T cos ajo 

4 r sin^ «/., 




">"■ 3 («—sin «) 
3ufa^. gür « = r ergiebt jirf), vo'xe in § 84 3wföi/ 

4 

für ben ©rf)n)crpunft ber §aI6!reiöfläc^e oj = j— r. 

§ 87. ©djtü^rpunft einer gläd)e än)if($en einem 
Äuvüenbogen unb bcn Drbinaten ber ©nbpnnfte biefes 
33ogen§. 



1 


y 


i7 


F-4^=-/xydx 

^eifpiele. 
1. gür bie in A an^ebenbe ^arabelflärf)c jroifc^en 
bem Sogen unb ber x-acf)fe ift 

-■?CVr^-rTT;l^r> ■ /"iC- dv 


A 


"x" 




==§x^ Vp + (c=o) 
^=!x. 
3(uö .^xyij=/4y2dx = p/o/xdx ergiebt fic^ 



2. gür bie %lää)t jroifd^en ber ^^arabel nnb ber 

\'ad)]t ift 

Axy^=/ix2dy 



if^^y 2p^-l/5y^+(c = o) 



3p^— iop2 y" 

" lÖp 



10 



x. 



Digitized by 



Google 



111 



3. 



2lu§ ix7j—/'xy dy ersiebt fic^ 

SlnmerF. ^ie foeben gefunbenen SRefultate für ^ unb y^ 
ergeben ftcfi and) in folgenber 2Bcife: 

3)a bie glücke ^roifc^en Parabel unb y-acf)fe bic 2)tfferena aus bem 
3fled)tec!e xy unb ber gläd^e sroifc^en ^arabel unb x-oc^fe ift, jo ift 

Jxy$-=xy.x/2 — Ixy.jäx, ba^er $=- V^yX. 

lxyr;=xy-y/2— fxy-ly, ba^er ^ = iy. 

gär ben ©Itipfcnquabranten ift 
F.|^==/xydx 

= -b;2a(a2-x2)^ .J+c. 

gürx = o ift F = o, ba^er c=la2b. 
— b;3a (a2-x2)^ + ia2b, roorauS 
4 

2lu§ F.ij-/iy2dx= -^y (l-a2)^x , 




1 ab ;:$= 



1)2 / x^ \ 

= 2 \^-3a2) + (^=^)^^-«^^^^ 



fi* 




3ufa^. gür bcn ©c^roerpunft ber fjalben ©flipfenfläc^e ift 
4 

pr bic in A anliebenbc 6t)flotbcnf[Qd^e ift 

F-<? = /xy dx x=a(cp— sincp) 

y=-.a(l — COS'f) 

dx=a (1 — cos(&)dcp 
F.^=:ay('-p— sin 'f) (1— cos 'f)2 d'f 

^ay(l — cos'-p)2d'f — a3/8incp (1— cos'f)2d'-p, 
©c§c (1 — cos 'f )2 d'f = d'!>, 
alfo 6=|'f— 2siii'f+] sin2'f. 
F . ^= a3 ^'^6 —/'^> d'f ) — a3 (6 sin 'f — /6 cos '-p d-^.) 
_a2[i^^^— 2'^sin''i>-fi'-psin2'i> — J'f2 4-2co3'f+Jcos2'i 

— J(l— C0S'f)3]+C 
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F. ^= a3 [icp2_2'i> sin 'f +i'f sin 2'f — icp2— 2co3 -f 

-f JL cos 2'f — i (1 — cos 'f )3] -j- b'i a3. 

gür bie Slacä^e bcr gonjcn ß^Möibe (für roelci^ ?=2;r) ift ba^er 
3a2;r.4^=a3 [3.4^2-3^2 — 2+^] + V'a^ roorau« 

gcrncr ift F- ^ ==/iy2 ax ; y2=a2 (1 — cos 'f)2 

dx = a (1 — cos'f)d'f 
a3 

F.iy=^/(l+C0S'f)3d(p. 

a3 
= ^ ('^-3 sin cp+3 ,^_{_ 3 gin2cp — :sin cp + J sin» 

a3 
= 2 (l'f — 4 sin 9-{- J sin 2'f + J sin-^). 

gür bie Slnri^e ber ganjen ^^floibe (für welche 'f =2-) ift bo^cr 

a» 
3a2r-Ty= 2 (5- , rcorauö 

17 = ^a. 

C. ^ti^totrpunfit Hon yotafionsJofi^rfläi^en. 

§ 88. ©er S(^n)erpunft einer $Rotationsoberf(ä(^e liegt 

Z offenbar in ber 5Wotation8a^fc, bal^er ift, wenn 

y AX bie 9iotationgad)fe, r^ = o. SSeseid^net 

I il^ bie SRotationgoberPäd&e, fo ift 

/^<77 d0 = 2^y ds, ba^er 0.^ = /2-yds-x ober 

— ^ 0.^ = 2:r/xyds. 

Seifpicie. 



A"^'- 



1. Sd^roerpnnft ber Äugeljone. 

y 0.4^=r/xy ds x2+y2==i.2 




ds= 



dy___ X 
dx y 

dx ^-^ . - dx 
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0.$=27r/rxdx 

= TT rx2 -f (c= — Trry ,2). 2)a nun = 2r;r (xg — Xi ), f o ift 

3ufaft. gür bie Motte ift c = J(r+x). 
pr bie ^albfugelfläd^c ift ^= J r. 

2. Dberfläd^e bcä SRotationöparabotoibs. 



0.|^==27r/xyd8 



y2=2ax 
dy _ a 
dx~ y 



0.<fi^ = 2;r/x dx l/a2 + 2 ax 

=27rv^a/xdxl/a + 2x. @e^cKä + 2x = t 

t2--a 

dx=tdt 
0.^-=;rV^a/(t2-a)t2dt 
= ;r/a/t4dt — at2dt 
= 7ri^a [J (a + 2x)^ -a/g (a+2xyJj + (c=- i^^a-V). 

3. Oberfläche bc§ burc^ ^Rotation um bie grofee 3ld^fe 
entftel^enben eiUpfoibs. 

0. |^ = 27r/xy ds : dy _ ^b2x 
j dx a2y 

I d8=-^l^^lV:H34x2 

= ^-^^/xdxKa4-c2x2 



(b2;r 



%üx bie Cberflä(i^e beS l^alben @Qi))fotbd ift ba^er 
a2b7r c^ 



arc sm = 



2ab;r(a3— b«) 



H- 



2a'*b;r 
^c2~ 



^=1T 



3c2 
2a(a3 — b3) 



3 (c2b -H a2c arc sin c/a 

£)t;tcr, Slepet. b. SJiff. u/ 5ntegr.=9tcd)nung. 3. «(uf(. 
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4. Dberfläd^c bcö burd& 9lotation um bie gpfloiben^ 
bafid entße^nben S^ttoiboibs. 

0$=27ry*xyd8 i y=a — acoscp 
: x=a(p — asincp 
I d8=4asiinp/2d| 
= Sa^ TT y* (<p — sin f>) (1 — cos f>) sin ^1^ d'P/ j 
=8a3;r [y*^ (1 — cos cp) sin cp/g d| — y*8in <p (1 — cos <p) 

siii<p/2d|] 
©c^e (1— coscp)sin^/2 d|=dt, alfo 

t=/2sinV/2-8ii^ Wsdf 
= — 2y*sin2 ^/g d cos fp/2 
= — 2/(1— cos2 ^/a) d cos ^»/s 
= — 2 cos f>/2+l cos» ^/a 
/ — 2 cp cos <p/2+| <p cos» cp/2 
0. e= 8a3;r I - '^/(— cos cp/g dcp+f cos» cp/2 d(p) 
(- /4sin4 cp/2 cos cp/2 d| 
9lun tfk / (— cos cp/2 dcp+l cos» cp/2 d^^ 
= /-2coscp/2 + 4cos8cp/2d| 
= — 2 sin cp/2 +i/ (1 - sin2 cp/2) cos (p/2 d| 
= — 2 sin cp/2-f i (sin 9>l2 -i »in» cp/g) 
= - f sin cp/2 -i sin» ^/2. 
gemcr ift / 4 sin* ^j^ cos 9>/2 d^l2 

= 4/sin4^/2d8in^/2 
= f sin5 9>/2, ba^cr 
0. $=8a»;r [ — 2^ (cos cp/2— J cos» co/o) + J sin cd/o+| sin» cp/g 

'-Jsin5cp/2] 
--16a»;r [— cp (cos cp/2— ä cos» cp/2) + § sin cp/2+ J sin» cp/2 

-l8inScp/2] 

D. jSiQtDtrpunfit tion jRofation^fiöriitrn. 

§ 89. Sorbemerfung. ^er ©(^loerpunlt eined 5törperd mit einer 
©^mmetralcbene liegt in btefer; ber eineä j^örperd mit jroei @t)mmetral* 
ebenen liegt in beren ^urd^fc^nittdlinie; ber eineg Stikpex^ mit brei 
S^mmetrolebenen ift ber 2)ur<IJf(l^nittöpun!t biefer brei ©benen. 

§ 90. 3ft ein SRotationöfötper burd^ ^rcl^ung um bic x-ad^fe 
eutftanben, jo ift für feinen ©d^merpunft 7| = o. S8e§eidönet V 
ben Snlialt biefcs SWotationöförper«, fo ift dY=j^7:dx, 
ba^cr V-$=/y2^xdx. 
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Seifpicic. 

V.e=/(r2-xa)7rxdx 
7rr2 

gür bic ^albfugcl ift V=|r37r,x=r, bal^r 

^^araboloib. 

^ a) V.^=/y27rxdx 

~ =2a7r/x2dx 



§a7rx8+(c==o) 




b) V.^=/x27rydy 



V=/7ry2 dx = 2a7r/x dx 

X2 

2 
2 



= 2a7r- 



V=7r/5x2y 



@9{loiboib. 

V-^=/y2'7rxdx: x=a<p — asincp 
y=a — acoscp 
dx= (a— a cos cp) d<p. 
V • $= a*7r y* (<p — sin cp) (1 — cos <p)8 dcp 

= 3^*7: y'cp (1 —cos cp)3 dcp— a%/ sin cp (1 — cos cp)^ dcp. 
©cjc (1 — cos cp)3 dcp = dt, alfo 

t=y (l —3 cos cp-|-3 cos2cp— cos^cp) dcp 
=|cp — 4 sin cp+l sin 2<p+^ sin^cp 
/ cp (^ cp _ 4 sin cp + J sin 2cp-|-| sin^cp) 
V- (?= a% 5 — ^ (1 — cos cp)* — / (|cp— 4 sin cp-|- J sin 2cp 

( + (c = o). [+i sin3 cp) dcp 
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§ 91. ^ilfgaufgabe. aKontet unb aSoIumcn bcs flauen 
ju ftnbcn. 

^öfung 1. @. Xeiet, ©tcrcomctrie pg. 43. 
^öfung2. 33e5eici^ne M bcn %exi bcä 
Älauenmantclä gwifd^en B u. PQ, fo ift 
dM=^zds 
yr M=y*zds d8 = rd'f 

, z : h=x : r u. x=r sin r^, bol^cr 
i z=h sincp unb 
M = rhy8in© dcp 

== rh cos (p -|- (c=rh) 
= rh (1 — cos cp). 
^o^er, für 'f=7r, ber gonge Äloucnmantcl = 2 rh. 
93eaelcl^net V beu ^il beö mauen jiDifc^cn BA u. PQQ'P', fo ift 
dV=2ydx.z 
V = 2 y yz dx z = h sin 'f 
. y = r cos 'f 

; X = r sin 'f , dx - - r cos 'f <l'f . 
V-- 2r2h / sin cp cos2 <p d'f 
= — 2r2h y cos2(& . d cos 'f 
= — ^ r2h cos3 (p+ (c= ^ r2h) 

= 2r2h(l_cOS3(p). 

2)a^er für (p ==71/3 ber ganje ftlouentttloU = | !•%. 

§ 92. aiufgabe. ®en ©d^roerpunft bes Klauenmontetä 
unb beg flauen ju beftimmen. 



Söfung. M • <f = y* z ds • X 



d8=rdcp 
x = rsin <p 
z = h sin '^ 



M-c ^r2h/sin3cöd(&. 



COS 2(p 
-^ d(5 



r2h /» 1— cos 2'^ 
2'y 2 '^2'^ 

r2h /^ . _ r2h i^ — cos 2'£> 



= 2;/ V2d2(p~ 2^- 

r2h r2h 
-^ 2"^"" 4 8in2^-j-(c= 



d2(p 
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gut ^==7r ift M=2rh, ba^cr 
M.5j=/zd8.y = r2h/8in'f C08cpd(? 

= 2 sin^cp + (c = o). gür cp = tt ift M = 2rh, ba^er 

MC^/zdsz 

= rh2/8in2(pd'f 

rh2 n 
= ^ / (1— C08 2«p) dcp 

rh2 rh2 

== =^ (p — -^ 8in2(p4-(c=o). gür^=:ri?tM=2rh,ba^er 

SBcaeid^net V ben Xeil bcä flauen awifd^cn BA u. PQQ'P', fo ip 
dV=2zydx, ba^cr V=2/zydx unb 
Vc=2/zy dxx=2r3h/8in2^ coa^^p d^p 

= -^1 8in2 2cp d 2(p 

— ie^/(l-C08 4'f)d4'f 

= rl| (4(p_8in4(p)-h(c— o). gür cp=7r/2 ift V= f r2h, bat|ec 

1^=0 folgt auä ber Statur bcä Älauen, ba Oh eine ©^mmetral» 

ebene ift. 

V=2/z.ydx 

V.C=2/zydxz= 2r2h2 / co82<p 8in2(p d'^ 

r2h2 
= -j-/8in2 2(pd2'i> 

r2h2 
= j^ (4(p — 8in4(p). gür 'f=7r/2 ift V=2r2h, ba^er 



Digitized by 



Google 



118 



§ 93. @ttlbttitfc^e ffle^el 

a) 2)ie Dbcrfläc^e eine« SRotattonsförperä ift gtcid^ 
bem erjeugenbcn Sogen mal bcm SEBegc feines B^xott'- 
punfte«. 

b) ®a8 SSoIumeu eine« SRotationsförper« ift gleid^ 
ber erieugenben gläd^e mal bem SBege i^reö ©d^roer:^ 
punfte«. 

0=/2x7rd8 
= 27r/x ds 
= 27r8^ 
= 8-2$7r. 
dV==2x;r.dP 
=2 7r/xdF 
=2 TT Fe 
=F.2^7r. 

Seifpid. Äuppet, roeld^e bur(i^ SHotation eines Äreisbogenä 
Don 60« entfielt. 




0=AB.2^7r=ir^7r3 



r/2 +^=17 (f. S beS ÄrciSb.) 
iy:r=@el^nc: Sogen 
(r/2H-^):r=r/3:ir7r. 



T^C 



= r27r/8 — Jr27r2. 



^ /r2;r r2i/ 3\ 

V=ABD.2^7r=(-g- — -g— ).2f^ 



/ 3/3 \ 

V= (4.-31^3) (^^__3 ^3-./,) 



=2r.- 



sin^a 



a - sin flt cos a 

^='7-^/2 

2r sin^ a 



^ = 



3 (« — sina cos a) 
ober, ba <z = 7r/:, 
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^ex gCeatro.^ec^nifier 1892. Sdo. 20 d. 29. f^bruar. 

2)icfcd Joröfältig rebtgirlc Söcrfc^en, roeld&cö fid^ in anfpru<^ 
lofcr gomt pröfcnttcrt, enthält auf bcm JRaum Don 118 ©eitcn eine groje 
Slnaa^I b€r häufig ootfommenben 2)iffcrctilial= unb Sntegral^gormcln nebft 
furjcn ©rläutcrungcn. 2)iitc^ bic in bcn 2;cjt cingcfd^allctcn gigurcn (^urocn) 
wirb bog Sl^ctftänbnift bcr angeführten i^e^rfäfte roefentlid^ geförbcrt. 2)aS 
aGßcrf(^en ift ein rocrt^ooUcr S3e^elf für aüe mat^ematif(^ gebilbeten ^s 
fönen unb fei benfelben hiermit roärmftenö empfohlen. 

'^augewexaaeitung 1892. gio. 17 o. 27. gebruar. 

3)aö fleine ffierf roirb 3^^«*"/ roeld^er fi(^ mit 2)ifferentials unb 
Integralrechnung befc^äftipt unb roel^er im Saufe ber 3^*^ wegen glicht« 
ttnroenbung biejer SRed^nungöroeife ben 3wfo*"t"e»i^onö t)erIoren ijat, gute 
3)ienfte leiften, um M raieber in biefcm 2:^eile ber HKatj^emati! jured^t 
}u finben. 2)ie erften 62 (Seiten beö Sßerf(^enö finb ber SBieberljolung ber 
Differentialrechnung gewibmet, roä^renb ber übrige X^cil bed 118 ©eilen ent« 
^altenben Sßerfcä ber S^^tegralrec^nung überlaffen ift. 2)ie ©ntroicfelung ber 
einzelnen gormein ift eine flare unb bie SBa^l ber S3eifpiele eine fo glürf« 
lic^e, ba| wir biefeä SBerfd^en allen greunben bie(eö Sroeigeä ber ÜJJat^e* 
mati! fe^r roarm empfehlen fönnen. 

^evie^U grftnbuttflen vixxb Erfahrungen. Sa^rg. XIX. §eft 10. 
©in mit oielem gleite unb größter Umfielt auögearbeiteted SRepe* 
titorium, raelc^eö ben 3Watl)ematif-Stubirenben, roie auc^ ben ®le!troted|nifern 
in i^rem eigenen 3ntereffe beftenä ju empfehlen ift. 

5er ^ec^nia^r 1892. 5«o. 6. 2lpril. 
2)er Xitel befagt, roaä in bem S3u(^ enthalten. ®S ift ein für jeben 
Sngenieur nü^lic^ed 23u^. 2)ie 2)ifferential- unb Sntegralrec^nungen fommen 
nic^t fo pufig in ber ^rajiS t)or, bafe man bie gormein unb €ä^e nur fo 
oftne Sßeitereä auä bem ©tegreif ^erfc^reiben unb ableiten fbnnte; in tec^nifc^en 
§anbbü(^em ift benfelben nid^t genug SRaum geroibmet unb Sel^rbüc^r ftnb 
thtw ald £el)rbü(^er nerfa^t unb baiier jum 92ac^f(^lagen «weniger geeignet. 
3m norliegenben 3GBerf finb bie ©ä^ unb Ableitungen in f^ftematifc^er Sin« 
orbnung gefammelt unb beren 2lnn)enbung bur(| trefflich geroäl^Ite 
83eifpiele erläutert. 2ßir finben, ba^ bad 33uc^ ben angeftrebten 3*^^^^ i" 
jeber ipinjic^t erreicht, imb empfehlen baöfelbe auf*d ^efte. 

g>rafer*ö JlnnaCm. ' 1892. $cft 7 o. 1. Dftober. 

®ine flare unb »erftönblic^e 3"fö»""^^'^f*^^I"»i9 '>on ©ä^n 
unb gormein mit leicht fafelic^er ©rläuterung an ber $anb gut gemä^Uer 
Scifpiele unb oollftänbig burc^gercd^ncter Uebungäaufgaben ; ein empfe^» 
Und n)ertl^ed 9lepetitorium für ©tubierenbe. 
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